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PREFAZIONE 



A richiesta dei miei discepoli io aveva in epoche diverse pubblicato 
tre opuscoli r Teoria analìlica delle forme geometricìie fondameniali ; 
Le proprietà fondamentali delle airve di secon£ ordine studiate sulla 
equazione generale di secondo grado in coordinate cartesiane ; Le pro- 
prietà fondamentali delle superficie di seconff ordine studiate sulla equa- 
sione generale di secondo grado in coordinate cartesiane. Quegli opuscoli 
riunii poscia in un unico volume col titolo: Geometria analitica, parte i. 
Essi infatti contenevano la materia di un primo corso di Geometria 
analitica ; poiché vi si trovava esposto quello che è utile conoscere 
innanzi di affrontare la teoria generale delle curve e delle superficie 
di grado qualunque o trascendenti. 

Resasi ora necessaria una nuova edizione, io ho colto volentieri 
l'occasione per rifare il lavoro di sana pianta, fondendo i tre opuscoli 
in un tutto organico, rammodernando la trattazione, completando le 
parti accessorie. 

Cosi gli elementi all'infinito, la legge di dualità, l'omografia e la 
correlazione, le coordinate projettive ed omogenee, i complessi lineari 
sono introdotti non appena se ne presenti l'opportunità; le proprietà 
projettive delle coniche e delle quadriche sono investigate con lo stru- 
mento delle coordinate projettive, e separate dalle proprietà metriche, 
alle quali meglio si addicono le coordinate cartesiane e le pluckeriane ; 
der sistemi lineari di coniche e di quadriche son date le principali 
proprietà. 
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Uno sguardo all'indice mostrerà chiaramente come Io abbia infor- 
mato l'ordinamento della materia allo spirito della nuova Geometria 
cosidetta projettiva, o pura, o sintetica ; studiando in primo luogo ad 
una ad una e sistematicamente (forse per la prima volta in un libro 
didattico) le forme geometriche fondamentali di prima, seconda, terza 
specie e lo spazio rigato (forma di quarta specie), indi le coniche, e 
da ultimo le quadri che. 

Ho inoltre tenuto presente che l' insegnamento della Geometria 
projettiva ha messo ormai salde radici nelle nostre scuoio superiori ; 
e però chi si accinga a scrìvere un trattato di Geometria analitica 
non ha l'obbligo di esporre le soluzioni grafiche dei problemi relativi 
alle forme geometriche fondamentali, alle coniche, alle quadriche, né 
d'insistere a fondo sulla classificazione delle omografie e delle corre- 
lazioni e sulle loro innumerevoli proprietà speciali. Egli invece, pur 
governandosi in modo da non presupporre nel lettore cognizioni di 
Geometria projettiva, deve invogliarlo a compiere la propria educa- 
zione intellettuale con lo studio di essa ; imperocché l'analisi e la 
sintesi sono le due braccia della Geometria, Quale poi sia il braccio 
destro non istiamo qui a discutere. 

Ciò che ho supposto già noto al lettore sono le cose più elemen- 
tari della Geometria e dell'Algebra, inclusi i principii della teoria dei 
Determinanti (*) ; e mi son proposto d'insegnargli, in quell'ordine e 
in quella misura che convengono a un primo studio, come il capitale 
e fecondissimo concetto delle coordinate si attui nelle questioni relative 
alle forme geometriche fondamentali ed ai luoghi ed inviluppi di se- 
condo grado. Ma occorrendomi ad ogni pie sospinto ulteriori nozioni 
sui sistemi indeterminati di equazioni lineari, sulle sostituzioni lineari, 
sulle forme algebriche lineari e quadratiche, io le ho riunite in un 
apposito capitolo (il V), che costituisce un utilissimo intermezzo, e 
che vorrei rendere più ampio, se non fosse troppo tardi. Alcuni cenni 
sui vettori ho pure dati in principio del capitolo VI. 

Ho intercalato nel testo abbondanti esercizii, proposti al lettore per 
applicare e completare le teorie apprese ; nonché alcuni cenni storici, 



(*) La Trigonometria piana e la sferica si presentano come parti della 
Geometria analitica nei capitoli III e Vili ; ma ivi non sono entrato in una 
particolareggiata esposizione, visto che la Trigonometria, almeno la piana, 
viene irs"e-nata nelle scuole secondine. 

Alquanti teoremi sulle equazioni di grado superiore al secondo o 
soltanto a corso g:ià inoltrato 
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per indirizzarlo a ricorrere alle fonti ed a studiare le opere dei somm' 
maestri. 

Io mi son dovuto restringere nei limiti di un corso annuale ; nei 
classici trattati di Mòbius, Plììcker, Salmon, Hesse, Cleesch- 
LiNDEMANN, Baltzer,... troverà assai vasto e fertile campo in cui 
spaziare chi voglia addentrarsi nello studio della Geometria analiti 

Tuttavia due argomenti ho svolti con più larghezza che non biso- 
gnasse : la ricerca dei piani diametrali principali di una quadrica, e 
la determinazione della conica comune a una quadrica e ad un piano; 
questioni veramente di alta importanza, anche dal punto di vista sto- 
rico. Ma in una prima lettura si potranno omettere i ^i 34 e seguenti 
de! capitolo XVII. 

Dei sistemi di circoli e di sfere non ho fatto uno studio speciale, 
potendo essi fornire materia appropriata alle esercitazioni. 

Oggi ancora mi è grato ricordare la valida cooperazione, che mi 
prestarono nel preparare gli opuscoli citati in principio, il prof. C. 
Segre e il prof. F, Gerbaldi, allora miei assistenti. E cordialmente 
ringrazio l'ultimo mio assistente Dott. A. Ramorino dell'aiuto datomi 
nella stampa del presente volume. 



Torino, Ottobre rSgs- 



E. d'Ovidio. 
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AVVERTENZA PER I RICHIAMI E LE CITAZIONI. 

(X, 3) sta per richiamare il § 3 del capitolo X. 

(§ 3) » 9 » » del capitolo in corso. 

[3] » » la prima, forinola cosi cotitrasseg:nata che s 

ritornando indietro, sia nello stesso § sia in uno precedente. 
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CAPITOLO I. 

Preliminari. 



Forme geometriclie fondamentali. 

§ 1. Figura è un sistema di punti, linee, superficie, solidi. 
Sono di capitale importanza i seguenti sistemi: 

1" Hetta punteggiata, cioè il sistema di tutti i punti di una retta; 
2° -Pbscio di rette, sistema delle rette di un piano e per uno stcòso 
punto (del piano); 

3° Miscio di piani, sistema dei piani per una retta; 
4° IHano punteggiato, sistema dei punti di un piano; 
5" Piano rigato, sistema delle rette di un piano; 
6° Stella di rette, sistema delle rette per un punto; 
7° Stella di piani, sistema dei piani per un punto; 
8° Spazio punteggiato, sistema dei punti dello spazio; 
9° Spazio di piani, sistema dei piani dello spazio. 

Questi nove sistemi chiameremo forme geometriche fondamentali. 
Eie-menti di ciascun sistema sono i punti, o rette, o piani, che lo com- 
pongono. Sostegno di ciascun sistema è il punto, o la retta, o il piano, o 
lo spazio, cui tutti gli elementi del sistema appartengono (*). 

Cosi: una retta punteggiata ha per elementi dei punti e per sostegno 
una retta (raggio) ; un fascio di piani ha per elementi dei piani e per 
sostegno una retta [asse del fascio) ; un fascio di rette ha per elementi 
delle rette e per sostegni un piano e uà punto {centro del fascio); una 
stella dì rette o di piani ha per sostegno un punto {centro della stella); 



(') Diciamo che un punto e una linea si afipuìicìij/oiio, ne il punto è nella lin(!a, 
assia a» la linea passa pel punto; ed analogamente per mi pnuto e una supcrtìoie, 
itiia linea e una superfìcie. 
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Gap. I - § 3, 



Coordinate. - Geometria analitica. 

3. Individuare un elemento di un sistema vuol dire : determinare 
quell'elemento ia modo da distinguerlo da tutti gli altri. 

Due sistemi di elementi si dicono in corrispondenza univoca o rife^ 
riti univocamente, quando a un elemento dell'un sistema corrisponde 
un solo elemento dell'altro, e ad \xa elemento dell'altro un solo elemento 
dell'uno. 

Noi vedremo come gli elementi di una delle prime tre forme (la 
punteggiata e le due sorta dì fasci) sì possano individuare facendo 
corrispondere univocamente a ciascun elemento itn numero; in modo 
che, dato un elemento, sia individuato il numero corrispondente, e 
viceversa, dato un numero, sia individuato l'elemento corrispondente. 
Questi numeri si diranno cooì'dinaie degli elementi corrispondenti. 

Vedremo anche come per individuare ciascun elemento di itna delle 
forme 4'-, 5', 6', 7* (le dne sorta di sistemi piani e di stelle) occorra 
nna coppia di numeri, e per individuare ciascun elemento di una delle 
due ultime forme (spazio di punti e di piani) occorra una tema di 
numeri. Questi numeri diremo ancora coordinate degli elementi corri- 
spondenti di quelle forme. 

In causa di queste differenze nel modo di individuarne gli elementi, 
quelle nove forme geometriche si sogliono distinguere in tre specie: 
le prime tre forme si dicono di i* specie, ie seguenti quattro di 2* specie, 
le ultime due di 3" specie. Si dicono anche rispettivamente forme a 
1, 2, 3 coordinate, ovvero & 1, 2, 3 dimensioni; ovvero serie semplici, 
doppie, triple di elementi; serie di qo, co^, co^ elementi. 

Si puf) anche considerare nna 10* forma geometrica fondamentale: 
cioè lo spazio rigato, vale a dire il sistema delle rette dello spazio. 
Questa torma ha però, come vedremo, un carattere affatto diverso dalle 
forme finora considerate. Siccome ogni suo elemento vedremo potersi 
(in generale) individuare mediante quattro numeri o coordinate, così 
lo spazio rigato costituisco una forma di 4' specie, o a 4 coordinate, 
od a ^ dim 



3. La Geometria analitica investiga le proprietà delle ligure con 
lo strumento dalle coordinate. Le relazioni fra i punti, le rette e i 
piani delle figure vengono allora ad esprimersi mediante relazioni fra 
numeri, e quindi possono esser trattate col sussidio del calcolo. In par- 
ticolare, le proprietà comuni a tutti 1 punti di una linea o supeiiicie 
vengono a tradursi in equazioni tra le coordinate di quei punti; sicché 
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lo studio delle linee e superfìcie si riduco allo studio analitico delle 
■corrispondenti equazioni. 

Anche ie linee e saperfirie cui ve possono venne indi\ iduite i\\ gruppi 
di nunieii, che peiciò diconsi cooidmate di rase 

mocia delle cuoidinate pei lo stadio di oeite fignie ai trova già, beiioliè sotto 
forma non evidente, nelle opere degli anticlu geometri gieci, ma esM non pote- 
rono traine molto vantaggio, imiioando loro il onlcolo letteule o j,lgel)rico. 
Acquistato olii scienza questo nfale strmuento nel secolo deeimosi^to {per opera 
specialmente dei geiimetii italiani e del ùaneese Viète), poterono i matematici 
nei secoli seguenti dire svilnppo al metodo dulie cooidinate o geometni analitiua, 
ohe venne a eoatitmre imo dei metodi piti potenti e pifi usati per tutte le rioeiohe 
matematiilifi in generale, e partn-oJai mente poi per quelle geometnehe La puma 
ojmra in cui snno esporti con chiarezza i pnnoipii di questo metodo, m guisa 
di elevarlo al grado di scienza, fu la Geimetiia di Dee artm (1637), dopo l\ quale 
1 geometri andarono sueoessivamente idottandolo, althandonindo peisino pel 
itingo tempo quello pili usato dagh lutiuln e ohe pure ptesenta^a i suoi vautiggi, 
riofe il metodo siiitetKO Così In, geometrii anilitioi deve molti dei piogieaai i,lie 
essa tote dopo Descaites, a Aeinfon, Mac Lmiiiii, Clan ani, Eitlei , Laatim-t, Laqì auge, 
M(»tge, e nel secolo piesente a Geigoìttie, Lame, BobilUe), Mobiaa, PIucJU), Chaàlfs, 
Jticoì)!, Messe, Cayleii, Sai»ton, Cl^seìi, Cìentona, oeo , eoo H metodo delle coor 
dittate poi, consunto col calcolo mùnitesimile, che lenno puie a oomporsi ni 
scien7i nel secolo decimosettuno, diede luogo ad im nmo importante della geo 
metna aniliticHj il quale, insieme eolio stesso calcolo intìnitesimale ti ie la sui 
otiginp dai problemi celebri della rtpt-eimmaziono ddle tniguiti, deOe aree e 
dolle liingiiezze dello cnive, e poi si siolse ppr oyera spezialmente di ^eieloii 
e Liilmiis, dei Bniwulli,, di MaoLawJm, EuUì , Mongi; Meiienie), Diipiii, Cauoìii), 
Gauss, Kiimnifi, JJoHKini! ed altri 

n concetto di cooidiitate vedremo esscisi esteso altresì al oaao, in cui ciascun 
ente di una aerie Lontinna qualunque di enti gtomctnci non sii individucito dal 
valori di certe quatìtitil, nò li individui ma solo li determun e ne sn deter 
minato m un mmicio (Imito od infinito) di mofli tormmti un sistema discontinuo 

La conwidenziune delle diveisc forine geomctnchi' fondamentali 6 dovuta a 
Sletoei (SjBtemdUuhe EiiiKiiMìung, 1833, G ■mnmoUe JTeile, t I, pag 229) Essi 
è importintisaima nella geometiia moderna non solo in quanto ogni liguri 
geometrica si può ccnsidiiaia come appartenente id uni o pin. ili quelle forme 
fondamentali, ma anche perclii. queste si possono considerile come le iigure piti 
seraphoi, da cui, legandole eoWoìnogiafla o colla coi leiosionB, si possono ottenere 
con metodo uiirfoime giau parte delle ligure più complicate, come lm.e6 enne, 
Bupertieie ecc 

Alli considciiziune di tali fonne & mtimamente legato lo s\duppo della gei 
metna pi ojetliìfì cioè dalli «cienzi che stiidix quelle propiicfl olio non cessano 
di viltie quindo l d.lte figure si sostituiscano luio projeziom (propncfl pinjcItiV' 
delle figuie) Questa scienza, di uni già si a\ e\ ano viil^oremi, si formo nelli primi 
metà di questo scoolo per opera priucipabiventedi FonceJei, MSMus, Steiiter, Ckaales, 
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Slaii^t, ed uttenue poi, meiliautc le noprthe Uv altm geometii che 
un ripido e laigo meremeuto Easd può psspi trattata col metodo delle couidi 
nate (geometiia anahtica), oppure senza l'nao di qneste (geomehia smtitiea) i. 
mentre A% principio es^a veniva considerata come un ramo di geometiia distinto 
dalla geometiia meliu.a, li ituile stiidit le proprietà melìieke (non projettiie) delle 
figure, CIOÈ le proprietà dipendenti neLOsiriamentu (U misure di distanze, angoli, 
aree, eco fqnali sono li missima parte deHa pioposizioni di geomeima elemen 
tare), ora invece, in seguito ai lavori di CliaÀlea, Cayley, Kkui ed altri, ?i ritiene 
la geometria metiica come mcluai iiolla geometiia proiettiva, cioè come nn oaso 
particolare di elsa Laonde si può dire che tutta quella ^asti'j'Jima mioiiza elio 
oluamiamo geometria, ^ geometria piojcttiia 

Elementi all'infinito. 

4. Due rette qualunque di un piano, o hanno un punto comune, 
o non hanno alcun punto comune. Nel secondo caso {') si dicono pa- 
rallele, e ai dice che hanno comune la diresione. 

Data una retta, è individuata la direzione comtine ad essa ed alle 
sue parallele; ie quali (si noti) non giacciono tutte in un piano. 

Data una retta e dato un piano, o la retta ha un punto comune coi 
piano, ha tutti i suoi punti coratini col piano, o non ha alcun punto 
comune col piano. Nel terzo caso la retta e il piano si dicono paralleli. 
Allora esistono nel piano infinite rette ad essa parallele; e però si può 
dire che la direzione della retta è contenuta nel piano. 

Due piani qualunque dello spazio, o hanno una retta comune, o non 
hanno alcun punto comune. Nel secondo caso si dicono paralleli, e sL 
dice che hanno comune la giacitiira. Dato un piano, è individuata 1». 
giacitura comune ad esso ed ai suoi pai'alleU. 

Siccome, se ima direzione è contenuta in un piano, è contenuta 
anche nei piani paralleli al dato; cosi può dirsi che una direzione è 
contenuta in una giacitura, od anche che una direzione ed una giaci- 
tura SI appartengono, quando una retta di quella direzione e un piano 
di quella giacitura sono paralleli, e quando la retta giace nel piano. 
Tutte le possibili direzioni sono quelle delie rette di una stella di centro 
arbitrario (poiché per ogni punto passa una retta avente data direzione); 
e tutte le possibili giaciture sono quelle dei piani di una stella (poichfe 
per ogni punto passa tm piano avente data giacitura). In particolare: 
tutte le direzioni contenute in una stessa giacitura sono rappresentabili 
con un fascio di rette di centro arbitrario, il cui piano abbia quella 

(') Noi intendiamo di restare nella Geometria Eaeliitca, ammettiamo, cioiJ, il 
postulato dell'unicità della parallela condotta per un punto ad nna retta. 



y Google 



Gap. I - § 4, 5 5 

giacitura; e tutte le giaciture contenenti una medesima direzione sono 
rappresentabili con un fascio di piani, il cui asse sia una retta avente 
quella direziono. 

5. Fra gii enti punto e direzione d'una retta esiste una notevole 
afftnità; poiché {come vedi'emo) in moltissime proposizioni geometriche 
è lecito lo scambio delle parole punto e direzione di una retta. E lo 
stesso si può dire degli enti retta e giacitura di un piano. Ecco degli 
esempì : 

Come due punti individuano la retta che li contiene entrambi, 
così un punto e una direzione individuano la retta; qui una direzione 
si comporta come un punto. Come tre punti (non di una retta) indi- 
vidtiano un piano, così due punti e una direzione (non delia retta dei 
due punti) individuano un piano, e cosi un punto e dne direzioni in- 
dividuano un piano ; anche qui le direzioni si comportano come i punti. 
Come una retta e un punto (fuori di essa) individuano un piano, 
così una retta e una direzione (non di essa) individuano un piano, e 
così anche un punto e una giacitura individnano un piano; qui la 
direzione si comporta come un punto e la giacitura come una retta, 
E però è lecito ed è utile adottare per la direzione la denominazione 
di pv/iito improprio, e per la giacitura quella di retta impropria. 

La direzione suole anche chiamaci punto all'infinito, in base alla 
seguente osservazione: 

In un piano si abbiano una retta r ed on punto S fuori di essa ; in 
r si consideri un punto A e si tiri la retta SA. Se questa SA rota 
intorno ad S nel piano in un verso assegnato fino a divenire la retta 
S parallela ad r, il punto che essa ha 
comune con r si muove su r In un certo 
senso Ano a perdersi dei ttitto; e sic- 
come, quando la retta i-otante diviene la 
s parallela ad r, al punto che essa aveva 
comune con r sottentra la direzione di r 
o punto improprio di r, cosi è opportuno 
chiamar questo il punto all'infinito di 
r. Proseguendo la i-otazione, quel punto comune ricompare au r, ma 
dall'altra banda di A; e quando la retta rotante ritorna alla posizioue 
originale SA dopo aver descritto tutto un fascio dì rette, ii punto comune 
ritorna in A. Cosicché, assegnato a una retta un punto all'infinito, è 
permesso dire che la retta è una lìnea rientrante in sé stessa all'in- 
finito, ed è permesso dire che due punti A e B della retta dividono 
la retta in due segmenti, tmo fl.nito e l'altro infinito. 
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Analogamente, la giacitura o retta impropria dì un piano può dii-si la 
retta all'infinito del piano. 

È evidente che tutti i punti all'infinito delle rette di un piano sono 
contenuti dalla retta all'infinito del piano; siecliè, se piii piani hanno 
comune la retta all'infinito, questa retta contiene tutti i punti all'in- 
finito di quei piani. 

Se più piani, presi a due a due, hanno comuni delle rette, un piano 
fisso è in generale secato da essi in rette aventi a due a due in comune 
dei punti (di quelle rette). Ora, se pili piani a due a due hanno co- 
mani delle rette, le loro rette all'influito avranno a due a due comuni 
i punti all'infinito di quelle rette. Quest'analogia ci suggerisce la con- 
venzione di dire che tutti i punti e tutte le rette all'infinito dello spazio 
sono contenuti nel piano improprio o piaìw all'infinito. 

G. Coi nuovi concetti, otteniamo il notevole vantaggio di poter 
comprendere sotto un solo enunciato parecchie proposizioni, e di al- 
largare il significato d'una proposizione, includendovi tutti i casi pos- 
sibili e rimovendo le eccezioni. Basta intendere che i punti, le rette e 
i piani di cui si parla possano essere anche impropri. Per esempio, 
possiamo enunciare: 

■ Per due punti passa sempre una retta individuata s ; 

* Se una retta ha due punti in un piano, essa appai'tiene al piano » ; 

• Due rette di un piano hanno sempre un punto comune individuato • ; 
« Due rette aventi uu punto comune, appartengono sempre ad un 

piano individuato =; 

s Una retta ed un piano hanno sempre un punto comune indivi- 
duato, se non si appartengono " ; 

» Due piani hanno sempre una retta comune individuata »; 

t Tre punti non di una retta sono sempre in un piano individuato • ; 

» Una retta ed un punto fuori di essa sono sempre in un piano in- 
dividuato ' . 

Ad ottenere la maggiore possibile generalità di linguaggio d'accordo 
con le precedenti convenzioni, uu sistema di rette parallele e giacenti 
in uu medesimo piano si chiamerà fascio improprio (o fascio col centro 
all'infinito) di rette; un sistema di piani paralleli fascio impropt-io 
(o fascio con l'asse àWinfinito) di piani; un sistema di rette parallele 
stella impropria (o stella col centro all'infinito) di rette. 

Le nozioni di punto all'infinito e di retta all'influito rimonfaino a Desar/jaes 
(Srouillon prajei eto., 1639). Qnell» del piano aU'intìuito è dovuta a Foncelet 
(Ti'aité (tes ^'o^-iéiia jn'ojectiws, 1822). 
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Legge di dualità. 

t È tacile a ^ieui\i i che '■ovente stirino d honte tri iTio ctooo 
(oncetti duixh) nel 11111:1 1] punto e U retta, uella stelli la retti e il 
piano nello ipizio il punto e il piino, in guisa che a una diti dffl 
uizione o propoaiziune ne coirisponda nnaltia duile, che &i ottiene 
dalla piiini fecendo soltanto uno "cambio fra il funto e la retti nel 
pi ino, fra la ietta e il piano nella stella, tia il ] uno e 11 punto nello 
spizio, e eonsPiMndo nel fai e ^h suimli li condizione che due eie 
menti si ippartengino o non 

Cift Bi velifici ad esempio nelle definizioni dell*" torme geometuche 
fondamentali Cosi pei dnahtà jiarea/e alla punteggiita coirBfoudf il 
fascio di rette, e al pnno punteggi ito il piano rig:ato Cosi pei dualità 
spaziale illa punteggiata bta di ftonte il fascio di piani alla retta come 
lucgo di punti la retta come t'*se di un f^cio di piam, al fi&cio di 
lette di nao-\o il fi&cio di lette, al piino punteggilo la stelli di pnni, 
al piano ngito la stella di lette, allo spazio pantegg;iato lo spizio di 
pi ini E pei dualità utelkue alli stelli di lette cotiisponde li stelli di 
[1 ini 

Esempi di pioposizioni duili si incontrano continuimente 

Pel dualità pliniie si coiiiupondono le due pioposizioni 

« Due punti di un piano indi- • Due rette di un piano indi- 

viduano una retta del piano » . viduano un punto del piano » , 

Ogni proposizione di Planimetria, elie nell'enunciato e nella dimo- 
strazione non esiga necessariamente l'intervento dì altre proposizioni 
oltre le due fondamentali ora enunciate, dovrà evidentemente rimaner 
vera quando vi si scambino le parole punto e retta; e così essa ce ne 
fornirà, per legge di dualità (planare), un'altra (senza escludere che 
possa riprodurre sé stessa). 81 noti essere condizione necessaria, perchè 
la dualità si verifichi, che le due proposizioni fondamentali suddette 
intervengano intese nel senso più generale, ossia senza distinzione fi-a 
elementi propri ed impropri. 

Per dualità spaziale si corrispondono a due a due le seguenti pro- 
posizioni : 

= Due punti individuano una ■ Due piani individuano una 

retta », retta », 

' Tre punti non di una retta = Tre piani non per una retta 

individuano un piano ». individuano un punto ». 
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< Un puato e una retta che *■ Un piano e una retta. ch« 

noD si appartengano individuano doti si appartengano individuano 

un piano • . un punto s , 

» Due rette aventi un punto " Due rette di un piano indi- 
comune individuano un piano >. viduano un punto ». 

Ogni proposizione, clie nell'enunciato e nella dimostrazione non esiga 
necessariamente l'intervento di altre proposizioni oltre le otto fonda- 
mentali ora enunciate, ne fornirà in generale un'altra per legge di 
diuilità (spaziale). Anche qui le otto proposizioni fondamentali vanno 
intese senza distinzione di elementi propri ed impropri. 

In particolare, proposizioni i elative a punti e rette di un piano pro- 
durranno proposizioni lelative a piani e rette di una stella, e vicevei'sa. 

Per dualità stellare si corrispondono le due proposizioni : 

' Due rette di una stella indi- « Due piani di una stella indi- 

viduano un piano della stella ». viduano una retta della stella ». 

Ed ogni proposizione, in cui esse sole intervengano, ne fornirà in. 
generale un'altra, per legge di dualità (stellare). 

Quelle definizioni e proprietà, che includono il concetto di grandezze 
(lunghezze, angoli, aree, volumi) o il concetto di parallelismo, si dicono 
metriche. Invece quelle definizioni e propi'ietà, che non includono ne- 
cessariamente tali concetti, ma sì riferiscono soltanto all'appartenersi 
mutuamente o non di punti, linee e superficie ed all'ordine in cui sono 
disposti, si dicono grafiche o dì posisione. 

La legge di dualità m gtneiale non sì veiihi -ì pei piopiKt\ luetiiclie, 
ma si verihca per piopiietà giatìche 

& I limine LllUDClÙ li pillHIJIlO <ìl (ÌHtllllll III I I 1 t lU, l>i2ll 

ilo iti) '111 ly 1111 come conaegneii/a della ti m i iie yiiesto ci i 

^nittioi I miti) dalPowceW e deiiomiutitoj; iii'iil t &,1M1S), 

Lutniuijiti. 1 line gtOHiPtri iinu cpouei imi 1 u j i ^umipio con tutti 

ili iu_u&ioii iT-L'itltnljil Al CU) rlia noi iic iMu imo qui. atitiiiuito i. i aauiiLiitt , 
ZÌI 1 1>\ tii il nostio SLopo EitomLicmo iii. 'fignito siiU'aigomciito 
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CAPITOLO II. 

Retta punteggiata. 



Segmenti o coordinate 

§ 1. Sopra una retla indefinita ai fissi un punto 0, A partire da 
«sso possiamo percorrere la retti ia due sensi o versi, l'uno opposto 
all'altro. Dato un punto P sulla 

retta, è individuato ii segmento — ^ — ^ p~"Ta — fi^~B — a~~ 

iìnito o distanza OP , che ha per 

origine e per termine P; ed è pure individuato il senso in cui 
esso vien percorso andando da in P. Il segmento OP si può mi- 
surare, calcolando il nuinero as (razionale o irrazionale) che esprime il 
rapporto di esso OP a un segmento scelto ad ai'bitrio come unità di 
lunghezza; e se inoltre conveniamo di prendere il segmento OP ed 
il numero x positivamente o negativamente secondo che il segmento 
OP è percorso in un senso o nell'opposto, avremo che ad ogni punto P della 
retta corrisponderà un numero reale x, positivo o negativo. Viceversa: 
dato uo numero reale x positivo o negativo, è individuata la lunghezza 
del segmento che esso misui-a, ed è individuato il senso in cui il seg- 
mento è percorso; quindi è individuato sulla retta un punto P, tale 
che OP sia appunto quel segmento. In particolare, a numeri differenti 
solo nel segno (opposti) a: e — x corrispondono punti simmetrici rispetto 
ad 0, e a questo punto corrisponde il numero zero. E siccome, 
mentre il punto P si muove in un senso assegnato a partire da 0, il 
segmento ÒP , e quindi anche il numero x, cresce iudeiinitamente in 
valore assoluto, così potremo dire che pel punto all'infinito delia retta 
si ha x^ + ao. Dunque il numero x può assumersi come coordinata 
del punto che individua. 

li punto si chiama orìgine, e i due sensi considerati sulla retta 
si cliiamano l'uno positivo e l'altro negativo. Rispetto a quell'origine e 
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a questi aonsi, nonché all'assegnata umtii di liinghezzEi, il 
si chiama ascissa del punto P. E si scrive x = OP, 
Dunque la retta punteggiata è ^ma forma di l"- specie. 

3. Scelto sulla retta il senso positivo, evidentemente s^ 
due punti qualunqtte A B della retta, la reiasione 

[1] BA = — AB, ovvero AB + BA = 0. 

Fra tre 2'>uyiti ABC della retta si ha la reiasione 



m 


AB -)- BC -H CA = 0, 


ovvero 


AB -F BG = AC, 


0(1 anche 


AB = AC - BC , AB ^ CB - CA. 


Fm pi 


k punti A B G . . . K L della retta si ha relazione 


m 


AB i- BC -t- . . . -i- Kr. + LA = 0, 


ovvero 


AB -1- BG -H . . . -f- KL = AL. 


Fra quattro punti A B C D della retta sì ha inoltre la reìazio; 


m 


AB . CD -+- AC . DB -i- AD . BO = 0, 


ovvero 


AB . CD -= AC . BD — AD . BC ; 


la quale i 


3i dimtBtra osservando che per la [2J' il primo membro pu 


scriversi 






AB (AD — AC) -H AC (AB — AD) -h AD (AC — AB) , 


e sviluppato si riduce a zero. 



3. Siano xx' le ascisse di duo punti P Q della retta, rispetto a una 
origine 0, a un senso positivo assegnato e ad una data unità di lun- 
ghezza ; ossia OP = ìb, OQ -= x'. Sarà per la [2]' PQ = OQ — OP, ovvero 
[5] 'Vi^ = x' — x\ 

dunque la distanza di due punti è misurata dalla differensa fra 
l'ascissa del secondo e l'ascissa del primo. 

4. Può avvenire che, scelta un'origine 0, convenga poi riferire i 
punti della retta a un altro dato punto 0' come origine: allora oc- 
corro esprimere la primitiva ascissa x di un punto qualunque P 
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mediante la sua nuova ascissa X, e viceversa. Posto 00' = n, si tia 
dalla [2J 00' -I- OT -(- PO = 0, ossia «-i-Z — x = 0; onde 

[fi] x^X^a, X = -x — a. 

Qui si è tacitamente supposto che, nella determinazione dei punti 
della retta mediante le nuove coordinate X, il senso positivo della retta 
e l'unita lineare non si siano mutati: lasciamo al lettore trattare i casi 
in cui questi si mutino. 

È importante osservare che ogni funzione algebrica razionale intera 
di X di grado n si trasforvna in wut funzione algebrica razionale 
intera di X dello stesso grado n. Infittii, i termini della fìinzione di x 
sono del tipo ex!' , ove e è costante e ^ un intero positivo non mag- 
giore di n; ora cxp diviene e {X-i-a)P , che si sviluppa in un polinomio 
di grado p in X ; dunque nei termini della nuova funzione X non può 
aver esponenti maggiori di n, e però la nuova funzione non può aver 
grado maggiore che la prima. Del pari non può la prima aver grado 
maggiore che la seconda. Dunque hanno entrambe lo stesso grado. 

La determinazione dei punti di ima ietta mediante le loio distanze da uu 
punto fiaso fa intcodotta dal Viète (1540-1603), al quale è dimc[ne dovuto il primo 
eistenia di coordinate per forme di X* specie. Ma il oouoetto, imporiiantìssiimo 
nella geometria moderna, del segno dei segmenti, degli angoli, delle aree, eoo., 
fu introdotto metodicamente solo in questo secolo dal Mobilie (1790-1868) con la 
sua classica opera: Der BargceiiMiicìie Calmi (1827). 

La relazione [i] è dovuta a Ealer (1707-1783). 

Baricentri e coordinate baricentriclie. 

ES, Siano A B r tre punti della retta, e sia r il rapporto delle di- 
stanze AP , BP : 



, ovvero AP : BP = »■ 



cosicché sarà pure 



— — = r , ovvero AP ; BP = r . 

1 I . ^ — *• Può *■ chiamarsi il rapporto dei tre pimtt 

"* B P A B P, e indicarsi brevemente con (ABP)=»'. 

Se A B sono fissi e P muta posizione, anche v varia. E precisamente : 

quando P cade fra A e B, )■ è negativo, (poiché AP e BP non hanno 
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]o stesso segno); e quando P non cade fra A e B, j- è positivo. Se P 
cade in A, j- = (perchè allora AP =- e BP = BA); se P va da A 
al punto medio fra A e B, j- decresce da a — 1 (perchè in valor 
assoluto AP cresce e BP decresce); se P prosegue verso B, *■ cresce 
indefinitamcote in valor assoluto: e quando P cade in B, )■ è infinito 
(poiché allora AP = AB e BP = 0). Se P oltrepa^a B, *■ diviene po- 
sitivo, e decresce, tendendo al valore 1 mentre P si allontana indefl- 

, „ , . , AP BP — BA BA BA 

Ultamente da B (poiché r = —- = ^— - — = 1 — =^, e .^^ tende a 

iiP BP B P BP 

zero). Che se P va da A nel senso opposto, v è positivo, e cresce ten- 
dendo di nuovo a 1 mentre P si allontana indefinitamente. Esprime- 
remo que,sti fatti dicendo: che pei punto A si ha )' = + 0, pel punto 
B ai ha r = + co , e pel punto all'infinito della retta si ha r = 1, 

Se X co' x" sono le ascisse dei punti P A B rispetto a un'origine 0, 
si ha AP ^x — x' , BT =~x — x", e poro 



equazione che conferma le cose ora dette. Da essa si trac 
X — X ^ rx — rx" , (1 — r) x =-- x' — rx", 

formola che esprime l'ascissa di P mediante le ascisse di A e B e me- 
diante il rapporto r. Essa dimostra che, se ì punti A B sono fissi e r 
varia, cioè se x' x" sono c<«tanti e r variabile, ad ogni valore di r 
corrisponde nn valore di x, e quindi una posizione del punto P. 

Dunque il rapporto r = (ABP) può essere adopei'ato come coordinata- 
dei pimto che individua. 

Confrontando questo sistema di coordinate con quello delle ascisse, 
si vede che ai singoli punti della retta corrispondono, così nell'uno 
come nell'altro sistema, i singoli numeri (reali), ma in ordine dififerente. 

6. Siano A^ A^ due punti della retta. Pensiamo annessi ai punti 
A^ Aj rispettivamente due numeri wi^ m^ (con segui arbitrari), e sia 
P il punte per cui 

Af P : PAj ^ «^2 : "^1 1 ovvero A^P : AjP = — m^: m^ . 
Questo punto P (per analogia con la composizione di due forze pa- 
rallele, e ia particolare di due pesi) diremo baricentro o centro di gravità 
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dei (iuo punti A^ A^ coi ;pesi m^ m,^ . E se a;^ x^ sono le ascisse di 
A. A.y , l'ascissa a; di P sarà 



Sia ora dato un terzo punto A3 di peso m, e di ascissa a;,. Se a F 
annettiamo il peso mi,-f-mj, e poi cerchiamo il baricentro di P e A3, 
troviamo un altro punto P', che diremo baricentro dei tre punti A, A, A3 
coi pesi m^ m^ m^. L'ascissa x' di P' sarà dunque 

(m, -+- m,) aj -t- m, ic, . , m.x. -+- ni^„ -+- m,x. 



formola analoga alla precedente. 

Proseguendo questa composizione con altri punti A^ ... A^ a cui si 
diano dei pesi m^...'>n„, noi giungiamo ad ottenere un punto, che 
diremo baHeentro dei punti AjAg... Aj coi pesi m^'m,^...mi,, e che 
ha per ascissa 



Mij -I- m^ -I- . . . -1- -m^ 

Questa formola mostra che, in qualunqite ordine si compongano i punti 
dati conservando i rispettivi pesi, risulta sempre lo stesso baricentro, 
E^>a mostra anche che, se ad alcuni dei punti dati si sostituisce il 
loro baricentro con un peso somma dei loro pesi, si ritroverà lo stesso 
baricentro dei pu/nti dati. Insomma la costnizione del baricentro gode 
la proprietà commutativa e l'associativa. 

E si avverta che, moltiplicando dividendo i numeri to, m, ... m^ 
per uno stesso numero arbitrario, il baricentro rimane immutato. 

Se m, = «la , ii baricentro dei due punti A, Aj 6 il loro punto medio, 

che ha l'ascissa — ^-r — - • In generale : se m^ m^ ... nij sono tutti eguali, 

il baricentro dei punti A^Aj...Aj, dicesi centro delle medie distame 
dei punti stessi, e la sua ascissa è 



I baricentro ò in generale il punto al- 
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Fissati nella puntcggia.ta due punti A, A,, , ogni punto P di casa può 
considerarsi come bariceotro di A, Aj , quando a questi si diano pesi 
convenienti m^ m^: basterà a tal fine prendere questi due numeri in 
modo elle sia m, : m^ ^ — A,P : AjP ; il che mostra che solo il loro 
rapporto indivìdua P ed è individuato da P. Questo rapporto è appunto 
3a cooidinat\ » dianzi definita, piesacol segno opposto, peiciò cotesta 
coordinata > si chiama baitcentnca 

La oonsideiiilione tlei b'iricentii, mtlijieucleutemeatP di ogni onnoetto di Mec- 
camcft, 6 do\uti. al Mobiilg (op ut ), e lo stessa dicasi delle Looidmate Tjari- 
oeiitriche 

EsKiiCi/.io. 1. lurlividuare i punti di aseLsse, 

Cileolare le loro mntut distinzc i un et 1 !1 1 huiKfi lìcì duo primi il-.t, 
'lasriino degli altii 

rs 2 Se 4 E -Oli punti di ima ietta e M t il punto medio fia A o lì, 
OA -I- OB = 2 OM OA OB ^ OM' — MA?. 

1 3 *- C D 'Joiij iltii due prmti delti retti e H" il loro punto inodio, 
AC -I- BD = AD + BC = 2 IIN. 

Ea. 4. In una tetta il liariuentro di piil punti dati 6 quel punto, le cui distanaci 
iliii pimti diiti moltiplicate pei rispettivi pesi dfumo nna soiunin nuiliv. 

Ea. 5. Se m^ -H jjij + ...-)- )i((i ^ e m^ x^~^- vt^x^-\- ■■■ -l- l'i^H^'k^^^i mio dei 
punti, eoi poso opposto, è bnricentco degli altri. 

Gruppi armonici di punti. 

7. Siano ABC tre punti della retta, e sia (ABC) ^ AC : BG = »-. 
Consideriamo il punto D per cui (ABD) = AD : BD = — r. Se il punto 

C cada nel segmento finito fra 
-^ ^-j — g ^ ^' - A e B, allora D cade fuori di 

esso, e viceversa; insomma le 
coppie di punti AB CD sì sejmrano. 1 due punti C D si trovano 
sempre da una stessa banda del punto M medio fra A e B. Ad ogni 
posizione del punto ne corrisponde una di D, e viceversa; se, muo- 
vendosi C e quindi D, il punto C viene nella posizione prima occu- 
pata da D, il punto D andrà nella posizione prima occupata da 0, La 
corrispondenza tra C e D è dunque univoca e reciproca. In partico- 
lare: se C cade in A, anche D cade iu A; se C cade in B, anche D 
cade in B; se C cade in M, D va all'influito. 
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Per ipotesi 
[1] 






AC AD 
BC " ~ BD ' 


e quindi 








BC 

AC 


BD AC 
"AD ' ~ 


AC 


AB AB — AD 
AD 


e dividendo 


per AB , 






f^] 




1 
in 


1 1 

AR ~ AR 



AD' 

La [2] ci mostra che i valori inversi di AC AB AD sono in progres- 
sione aritmetica; dunque AC AB AD sono \n progressione armonica {'), 
ossia AB è medio armonico fra AC e AD. Perciò i due punti C D si 
dicono coniugati armonici rispetto ad A e B. 

Viceversa, A e B sono coniugati armonici rispetto a e D; perchè 
la [IJ d.^ 

CA ce 



Si dice perciò che le due coppie di puoti AB, CD sono armoniche. 
Si dice anche che ABCD è un gruppo armonico. Tali sono del pari 
AEDO, BACO, BADC, CDAB, CDBA^ DCAB, DCBA. 

É facile assicurai'si che, se due punti di un gruppo armonico coin- 
cidono, un altro punto coincìde con essi e i! rimanente è arbitrario. 

Dalla [2] ai deduco 

^'^^ AB "^ AC "^ AD ■ 

La [1] può scriversi 

MC — MA _ MA — MD 
MC"— MB '~^ MD — MB ' 



(') 111 generale, più. numeri diconai in progresaioKe ariaonlca quando i loro iu- 
WXM sono iu pi'ogiesdone aritmetiGa. Questa denominazione è oiiginata diil 
fatto, clie le Jniigiiezze <li tre corcla sonore, che diano l'accordo perfetto do-mi-sol, 

Ktaiino tra loro liomo i numeri 1, -^ , -^ , i uni iuversì sono appunto in pcogrew- 
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onde togliencJo i fratti e ricordando che Mtì = — MA, 
[4j MG . MD = JIA^ 

Si ha pure 

AC _ AC _ r BC _ _BC 

AB ~ AC— BC " r — 1' AB ~ AC — BC ~ 

AD AD r BD BD 



AB AD — BU r-i-1 ' AB AD — BD »■ -!- 1 ' 

oude 

'^'^ _ 1^ ^ „ '■ ' ^ 

DA ~ »' — 1 ' DB )■ — 1 ' 

La teoria dei gruppi armonici rimonta ad Apollonio (247 a. C). 

La [31 è il teorema di Mao-Laiirln (1698-1746). 

Lii [4] troTnsi in Foiioelst (Tratte des proiniiHéa proj^cih-es, 1788-1867). 

Esercizio 1. Dimostrare che AB . CD -= 2 AC . BD = — 2 AD . BC. 

E3. 2. CA . CB = CD . CM , DA . DB = DC . DM . 

Es. 3. AC^ : AD* = BC^ : BD^ =^ MC : JID . 

Ek. 4. AB^ -1- CD^ = (MC ■+■ MD)' =- (AC ■+■ BD}= = (AD + BC)K 

Doppi rapporti e coordinate proiettive. 

S. Siano A B C D quattro punti di una retta. Si formi il rapport o 
— — dei punti ABC e il rapporto dei prniti A B D : il rap- 



porto fra questi due rapporti è —^ : ■ „ ■ .. , che si dirà doppio rap- 

, , —7*- poì-to dei quattro punti A B C D (denomina- 
i- i^ S È J zione introdotta dal MObius ed usata in seguito 
da tutti i geometri tedeschi), o HrappoHo, e s'indicherai col simbolo 
(ABCD); sicchò 

_ (ABC) _ AC . AD _ AC.BD 
[Ati^U) - ^^g^^ - BC ■ BD ~ AD . BC ■ 

Esso è positivo se le coppie AB CD non si separano, negativo se si 



Sebbene le permutazioni di quattro punti siano 24, i doppi rap- 
porti che ad esse corrispondono non sono tutti differenti. Infatti 

AC.BD 
l'espressione ■— ■— non si altera se si scambiano contemi^oraneainente 
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A con 13 e C con D, ovvero A con e B con D, ovvero A con D e B 
cou C; onde 

(ABCD) - (BADC) = (CDAB) = (DCBA) ; 

ossia : tm hivapporto di quattro punti non si altera,, se si scambiano 
due punti fra loro e gli alti-i due fra loro. 

Con uno di tali doppi scambi si può portare in un posto assegnato 
quel punto che ai vuole, p. e. A, in primo posto, seu'-ia alterare il 
birapporto; e pei'ù siamo ridotti a considerare t seguenti sei Mrapporti ,• 

(ABCD) , (ACDB) , (ADBC) , (ABDC) , (ACBD) , (ADCB) . 

Dal 1" si deducono il 2" e il 3" lasciando ferma la lettera A e per- 
mutando circolarmente BCD; e dai primi tre sì deducono gli altri 
ti-e scambiandovi le ultime due lettere. 

Tra questi, sei birapporti passano ancora delle relazioni. Infatti è 
evidente che 

(ABCD) . (ABDC) = 1 , 

ossia; due Mrapporti digerenti per l'ordine dei due ultimi j-'W di ('> 
dei due primi) danno per prodotto 1, Analogamente 

(ACDB) . (ACBD) = 1 , (ADBC) . (ADCB) = 1 . 

Inoltre dalla (§2) AB.CDh- ACDB -t- AD.BC - 0, dividendo per 
— AD.BC, si ha 

ACBD AB. CD 

adTbc "^ AÌXCB "' "" ' 



(ABCD) -¥■ (ACBD) = 1 ; 

dunque: due Mrapporti differenti per l'm-dine del secondo e terzo punto 
(o del jn-imo e quarto) danno per somma 1. Analogamente 

(ACDB) + (ADCB) = 1 , (ADBC) + (ABDC) = 1 . 

O. Queste sei relazioni sono piii elie sufficienti a mostrare ohe i 
naloìH dei sei birapporti dipendono da un solo di essi. 
P. e., se poniamo 



abbiamo sneceasivamentc 

R -D'Ovidio. — Gffmelria ana\ 
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(ABDG) = -^ , 

(ACBD) - 1 — ," , (ACDB) -- --— , 

{ADBC) -. 1 - i ^ ^-"^- , (ADCB) = -^ . 

In pai-tiuolai'e ; aep=-0, abbiamo AC.JSD--0, onde AC o BD=0. 
I sei birapporti divengono allora 

(ABCD) = ± , (ABDC) =±^, 
(ACBD) - 1 , (ACDB) -- 1,, 

(ADBCj = + co , (ADCB) = + , 

vale a dire: se uno dei sei birapporti diviene 0, o co, o 1, alloca 
due divengcnio 0, citte ce , due 1 ; e due dei quattro punti coincidono. 

Se ,■; = — 1, iji ila ^, = — T;f, , onde le coppie AB, CD sono arino- 

iiiclie. Attualmente 

(ABCD) =- - l , (ABDC) = - 1 , 

(ACBD) = 2 , (ACDB) --= J- , 



onde, se uno dei sei birapporti vale — i, o 2, o | , allora dua v<il~ 
(jono — 1, due 2 e due -j ; e i quattro punti {in un certo ordina) 
formano un gruppo armonico. 

Il birapporto nel caso dell'armooia acquista i valori pailicolarl de- 
terminati ^ 1, 2, I ; e perciò in generale si suole anche chiamarlo 
rapporto anaìinonico (denominazione introdotta dallo Chasles nel suo 
importantissimo Apersi historique, 1837, e poi usata dai geometri fran- 
cesi e da molti italiani ed inglesi). 

I sei hirapporti sono in generale disegnali. Infatti, supponendo 

p = — , onde p' = 1 , p = -I- 1, ricadiamo nei due casi ora trattati ; cosi 

P 

pure supponendo ,o = 1 — p, onde 5 =i -J : ovvero supponendo e = — — ■ , 
^ P — 1 
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onde p (p — 1!) = , o quindi p ■-— oppure p = 2. Se poi fosse 



sarebbe pui'e p --^ ' ; e dei sei bir3.pix>rti tre varvebbcn 

e gii altri tre——-;- : ma questi valori sono iraaginarì. 

Se D va ailoutaiiaudosi all'influito sulla retta uel senso pi 
negativo, il fratto ^r- tende a 1, e però (ABCD) tnnde al liii 
Ciò si esprime scrivendo 



1^1" 



(ABC=o ) "- 



BC 



1 0. Fissati in nioa retta tre punti ABC, ogni altro punto P della retta 
fa con eS3i in un ordine assegnato un birapporto affatto determinato. 

Viceversa: fissati i tre punti ABC, ad ogni valore assegnato del 
birapporto (ABCP) corrisponde ana petizione del punto P; poiché, dati 
ABC, e dato (ABCP), è individuato il rapporto AP:BP, e quindi 
il punto P (bari centricamente}. Lo stesso vale per gli altri birapporti 
dei punti ABCP (potendo sempre portarsi P in ultimo posto). 

Dunque possiamo assitmere come coordinata di un punto variabile P 
iiella retta il birapporto che esso determina con tre punti fissi ABC 
della retta in un ordine assegnato. Scegliamo (ABCP). Diremo jjiyy'e(- 
t.iva questa coordinata (per ragione che spiegheremo in seguito). I punti 
A e B hanno per coordinate co e 0, e si dicono fondamentali; il pimto 
€ ha per coordinata 1, e si dice punto unità. 

Se supponiamo che C aia il punto medio fra A e B, allora BC =i — AC, 
e (ABCP) diviene BP : AP , cioè (ABP), che è la coordinata baricentrica 
dì P rispetto a B e A. 

Se supponiamo che A sia ii punto all' infinito della retta, (ABCP) 
diviene BP : BC , e non è che l'ascissa del punto P rispetto all'origine 
B ed a BC come unità linearle. 

Dunque le coordinate projettive comprendono come casi particolari 
la ascisse e le coordinate baricentricJte. 
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11. Se a; a;' x' x"' sono le ascisse di quattro punti PQRS riferiti 
a un'origine 0, la foruiola che esprime il birapporto (PQES) può- 

X — x" X — X'" ^^^_^^^ (x — x") jx — x'") 
x' — x" ' x' — X " (x — ce'") {x' — a;") ' 

Se di uno stesso puQto F x ò l'ascissa e j/ la coordinata projettiva 
o baricentiica (ABCP), indicando con aiSy le ascisse di ABC, la 
precedente formola porge subito 

■,0^p- ^ _ m + a 

i)(P-r) ex + d' 



L'espressione [1] può bene chiamarsi doppio rapporto o bii-ajqwi'to 
o rapporto aiìat-monico dei quattro numeri x x x" x", e indicai'si con 
(x X x' x"). E chiaro che quattro numeri danno 24 birapportl, che si 
riditcoìio a tre coi loì'o inversi, e che sono legati dalle stesse reiasioni 
che quelli di quattro pimti. 

l'3. Qui è opportuno notare che, se dna 'cariabili x y sono legate 
dalla equazione 



i; m ad — l>c^=0, vi è corrispondenza univoca fra le due variabili, i 
il birapporto di quattro valori qualunque dell'una è eguale a quelli 
elei corrispondenti valori dell'altra. 

Invero è chiaro primieramente che, dato x, è Individuato //, e elie 
dato y, è individuato x. 

Inoltre, &e a x x' ... corrispondono y y' ... , si ha 

ax -\-b ax' -\-h [ad — he) ix — x') 
y~y = ^-Hrf ~ cx'-^d ^ {^^~d){cx^~d) ' 

li però, quando ad — bc~. = 0, se x=~x', è pure y^.-;^y', e viceversa 
mentre, quando ad — &c = 0, a ogni a; corrispnndc rxn unico y, e ù( 
ogni y un unico X. 
Da ultimo, applicando l'irltima relazione, si trova 

, . .. ,.,. {y ~ y") i y ~ y'") {x — x'){x' — x"') 
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Ne segne clie il hirapporto di quattro punti ti eguale a quello (Ielle 
loro cooì-dinate projettice (e in particolare baricentriche o ascisse). 

La teoria dei Itirappoi'ti 6 dovuta a MoBius e Chasi.k8 (1796-1880); ma di easi 
(noiieliÈ de' gruppi armoiiìei) si trova fatto uso fino in Pappo (Colkzioiìi mah'- 
matìeìie) e l'oi iu Dksaugchs ed altri. 

Il concetto delle coordinato projettìvc fu saggerito da MìiisiL'a ; in segniti) fu 
ili mioYo proposto da Staudt (Beìlra^c, 1858J e fu aviluppatii da riBDj.m; (Dm- 
Btelìeiide Geoiìteii-ie). 

ESBRCIZIO 1. Calcolare i birapporti di quattro fra' punti doll'es. 1 § 6. 
Es. 2. Se AB.,, son punti di uua retta, si ha (ABCD) (ABDE) ^ (ABCK), 
(ABCD) (ABDE) ... (ABLC) = 1, f ABCD) (ABEF) = (ABCF) (ABED). 
Es. 3. Posto (A8CD)-==f, si lui 



stesso valore, qnnlnnqiie sia frd i liirnpporti di quitttrii [lunli 
quello denotato da p. 

Punti determinati meilimite e(jiiaziniii. 

13. Sia data uu'equftzioin! di l" grado [lineare) in x, a coefficienti 

ax^h = 0. 

Essa è Boddisfittta dall'unico valore x = ~-h:a. Se dunque si sceglie 
pei plinti di una retta un sistema di coordinate, e si riguarda x come 
coordinata, allora l'equazione individua quel pnnto della vetta che lia 
quel particolare valore di x per coordinata. Questo punto dipende solo 
dal rapporto di ò a ff, o di a a 6. 

Nel caso che le coordinate siano ascisse, il punto è l'origine se 6 = 
{oppure fi = oo); è il punto all'infinito se a diviene zero (oppure h di- 
viene (»); ina non è più determinato se « e & si annullano insieme (o 
divengono entrambi infiniti) senza variare insieme secondo una legge 
determinata. 

Afhncìiè due equazioni di 1" grado 

oK + ?>'- ax-v-b' = 
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siano equivalenti (ossia diano uno slesso valore di x) e quindi indivi- 

duìno UEO stesso punto, è necessario e aiifiiciente che si abbia ■ /.- r= *^' 

cioè ab' — ab — 0. Or questo è anche necessario e sufficiente affinchè 
le due eqaazioui in k 

ak ^ a bk =• b' 

siano soddisfatte da nno stesso valore di k. 

14. Sia data nn'equazione di 2" gyùdo (quadj-nt/rn) in .f, a coeffi 
denti reali, 

ax^ -h bx -h e ^ 0. 
Erfsa è soddisfatta da due valori di x (radici dell'equazione) : 

_—&-!- y b- — i oc — '' — j/ l?~-i:ac 

^' = ^- , a?-; -■ ^^ ■ ■ 

Se 6' — àac > 0, le due radici sono reali e distinte; e però, con- 
siderando i« conio coordinata su una dota rotta, l'equazione determini» 
due punti della retta. 

Se b^ — iac = 0, le due radici sono reali ed eguali, e i duo puotì 
coincidono; ma non diremo che l'equazione individoa un sol pnnto, 
per non confondere questo col caso dell'equazione di 1" grado. 

Se b^^iac < 0, le dne radici sono imaginarie (complesse-conin- 
gate), e non determinano sulla data retta alcun punto; poiché i ponti 
delia retta corrispondono ad ascisse reali, cioè formano una serie di 
■punti reali. Però, come si considerano in alg:ebra le quantitJV iraa- 
ginarie, così noi diremo che un unmero imaginario è ascissa di un 
punto iìnagiiiai-io. Quindi nel nostro caso le radici imaginarie del- 
l'etinazione quadratica saranno ascisse di due punti imaginarì (covi- 
plessi-coniugati) rappresentati da quell'equazione. 

Sicché potremo conchiudere che la nostra equazione quadratica rap- 
presenta sempre una coppia di punti (reali e distinti, o reali e coin- 
cidenti, o complessi-coniugati). 

Le radici x^ x^ dell'equazione dipendono solo dai rapporti di due dei 
tre coefficienti « & e al rimanente. Dunque lo stesso ò dei due punti 
determinati dall'equazione. 

Affineliè duo equazioni di 2" grado 

ax'^ -hbx-^c = «'*' -hb'x-t-c =0 
siano equivalenti (ossia abbiano le stesse radici) e quindi detcrmiuina 



y Google 



Gap. II - § 14, 15, 16 2:( 

gli stessi dne ]mnti, è iieeessarlo e sufficiente che siano oqui vaioli Li le 
tre equazioni in k 

ak'~-à hk^h' ci: = e. 

15. Le formole esposte nelle pagine precedenti noi le appJiclj eremo 
anche a coordinate txì'x... di cui alcune o tutte siano imaginarie; ed 
estenderemo ai punti ìmaglnarì le nozioni di cliatanza, rapporto di 
distanze, hirapporto, ecc. La distanza di due punti imagiuarì di 
ascile X x' sarà, definita dalla formola x' — x, e san\ in generale 
imagiuaria, in casi particolari restie; il rapporto delle distanza di 

due punti da un terzo sarfi definito da - 7. ■■■ ' ■, ; il hirapporto di qurt.ttrn 



Se nella data equazione di 2 d n d n I 

punto medio fra' due punti dete t d Ha j zi ne s. ^ 1 

anche se questi sono imaginarì 1 lèi a l 1 ^ t n t 

' - ■-- j ossia — — , che ò re 1 Fi. 1 1 { \ di 

stanze dei due punti da un punto reale qiralnnque della rettii, p. e. 

i! prodotto delle loro ascisse; poiché si ha a,\Xj = — , che è reale, 

1 , 



Non così la distanza fra i due punti, cioè .i:^ — jij = — ]ib' — im; . 

Notiamo che, se (i = 0, si ha x^=-0,x^=^ — h: a ,& uno dei duo punt' 
è l'origine; se & = 0, iC, =^ — tr^ = | — r : « , o i due punti sono sim 
meti'ici rispetto all'origine (anche se iraaginan) ; se fj-=Oe'^ — 0, 
a-^ = 35; = 0, e i due punti coincidono con l'origine. Se a tendo a zero, 
x^ cresce indefinitamente in valor assoluto, nicutrc a^, tende a — c,:'!i 
come limite; onde per <y = un punto va airinfinito e l'altro no. Se 
ffl = e 6 = 0, anche l'altro plinto va all'infinito, e però coincide col 
primo. Se « = e e = 0, un punto è l'origine e l'altro all'infinito. Se 
rt = 0, () = 0, e = 0, l'equazione è un'identità, ed ogni punto la soddisfa. 

16. In generale: se si ha un'equazioìie in x (algebrica razionale 
intera di grado qualunque, od algebrica in generale, od anche trascen- 
dente), scelto su una retta vai sistema di coordinate e considerata x 
come cooì'dinata, ogni radice reale dell'equazione individua sulla, retta 
un punto reale, ed ogni radice imaginaria un pv/nto imaginario; 
sicché sulla retta sì avrà un gruppo discreto di punti, che rappre- 
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sciUerà geometricamente quell'equazione ed avrà per rappresentazione 
iinalitica l'equazione stessa. 

IT, Se ai!c-t-h = 0, a'x~i-b' = sono le equazioni di due punti 
deJla retta, l'equazione di un altro punto qualunque della retta può 
scriversi sotto la forma 

;, (ax -f- (>) -1- [;. {a'x -+- 6') = 0, ossia (aX -+■ a'n ) a; H- (&X -+- 6» — 0, 
essendo ). : ji un pariimetro arbitrario. Poiché, volendo che questa equii- 
zione individui lo stesso punto che una equazione assegnata qualsiasi 
a"x -i~b" — 0, è necessario e sufficiente che si abbia (IS) 

\fi).-ho'\i. ò/.-i-b'<i.\ \a b \ ^ !«' '''I 



Per X tj= 0, j). = 0, onde X : jj. = co, si ottiene ax-i-b = 0. Per X ^ 0, 
(t -:_ 0, onde X : ji = 0, si ottiene à'x -i- &' = 0. 

Suol dirsi X (ax -i- />) -i- jj. [a'x -+- b') combinazione lineare di ax -i- b 
e a'x -+- b'. 

ESEUCi/io 1. Illaidii p un l)iraiiii()ri() ili'llr tliir v<>in-i,- di iiuiiti ilidc <liill.' 

HJUilZiOlli 

ax' -+- 2bx -h e = a'x' -H 2h'x -i- e' = 0. 
So x' x" «Olio !e l'iulioi della prima e a, x^ quelle (IbUii sucoiula, si ha 
p -H 1 _ 2 x'x" -j- 2 x^x^ — (te' -f- te") (a:ì, -t- ìBj) __ ac' -i- a'c — 2 fift' 
p_l- (3ì' - ai") (fl^, - x^) ~2|/(^.Z-^^'._jiV)- 

Li! (lue coppio sono auuoniche (p ^ — 1) se ao' + a'c — 2 65' = 0. Hanno nn 
inulto coimnip (p = o ik) se 4(6^ — ai:)Ji'^ — a'c) — (/le' -+- a'c— 2Wf = 0. 

Punteggiate omogratìehe. 

IS. Consideriamo due rette punteggiate r v': siano ABC tre punti 
tissi arbitrari di r e A' B' C tre punti fissai arbiu-arì di r'. Sia 

^ poi P un punto variabile di 

j A'~"i; ì 'é p K i 1- r, e sia P' quel punto di r' 

^ ^_ per cui risulta (A'B'C'P') = 

(ABCP). Ad ogni posizione 

__ di P corrisponde una di P', 

^' e viceversa; quindi i punti 

P e P' di r e r' sono in eorrispoiidenza univoca. Ad A B C corrispo- 



y Google 



Cap. Il - § 18 -25 

doijo A' B' C. Cotesla corrispoiidenziv dicesi omografia (Chasles), o 
cólUnectzione (Miiuitts). 

Un'omografia è determinata da tre coppie di 'punti corrispondenti. 

AI pMito all'infinito di r corrisponda in r' il punto I', ed al punto 
all'infinito di r' comsponda in r il pimto J; i due punti J, I' diconai 
punti di fuga o limiti. 

Siccome aì={ABCP) è la coordinata projettiva di P riferito a A B C, 
e i/ — (A'B'C'P') è ]a coordinata proiettiva di P' riferito a A' B' C, così 
l'omografia aai-à espressa dalla equazione eemplicissiroa 
II] -^^y. 

Se X x x" x" sono le coordinate di quattro punti P Q R S di r e 
y y y" y"' quelle dei loro corrispondenti F' Q' R' S' in r', si ha y=ie, 
:y = x, )/"= ic", y"'=x"\ ma è noto (12) che 

(^-3, )(ic— a;)' ^ {y~y ){y-~y)' 

sarà dunque 

(PQRS) = (FQ'R'S') , 
cioù : saranno eguali i birappoHi di due quatei-ìie qualunque di punti 
a due a due coii-ispondentt nell'omografia: 

In particolare, sarà (PQR (») = (P'Q'RT) , (PQRJ) = (P'Q'R'cc), e 
divideudo (PQ T ce) = (PQ"-» I') , ossia PJ ; Q.l -- Q'I' : PI' , od anche 

JP . IT' = JQ . TQ' ; 

dunque il prodotto delle distanize dei due punti limiti da due punti 
cori'ispondenU variabili è costante. 

Se X x' x" x'" indicano le coordinate projettive di P Q R S riferiti 
a tre punti scelti comunque in i-, e y y' y" y"' indicano le coordinate 
projettive di P' Q' R' S' riferiti a tre punti scelti comunque in r', 
l'eguaglianza (PQRS) =- (PQRS) si ti-adm-rà nella 

ro, / -, / ì „ {x—x") {x'—x') {y-y") (y'—y'") . 

la quale, liberata da fratti ed ordinata rispetto a. x o y, prenderà la 

forma 

13] axy -{-bx-i-cy -h d = . 

Lasciando fissi Q E S Q' R' S' e facendo variare P e P', i coeffi- 
cienti a b e d restano costanti e x y variano. Dunque, se dm 
^laie sono oinografldìe, le coordinate projettive di due pnnt.t 
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corrispondanti soddisfanno ad una equ-azione di 1" (/rado riHjinflo fi 
ciascuno, coordinata {equazione hilineare). 

Viceverea; sia x coordinata projettiva di un punto variabile P di 
una retta r, y coordinata projettiva di un punto variabile P' di una 
retta r', e pongasi fra x e y una equazione biltneare del tipo della fSl. 
Da questa si ricava 

bx-ì-d cy-hd 

a^-Hc ' ay-^b ' 

quindi (giusta l'osservazione fatta al § 12) la coiTÌspondenza fra le 
variabili ^ y è univoca quando ad ~lic-,-0, e sono eguali i birap- 
porti di due quaterne di valoi'i cori'ispoudenti di ic e ^ ; e però anche 
!a corrispondenza fra i punti variabili P P' sarà univoca, e saranno 
eguiili i birapporti di due quaterne di punti coiTispondenti. Dunque 
la col-rispondenza, espressa da una equ-azione hilineare fra le coordinate 
projettiva di due punti variabili di due punteggiate, è una omografia. 

È chiaro che due punteggiate omografiche ad una tersa sono omo- 
grafiche fra loro. 

Si noti che, supposti i coefficienti a b e d reali, a pnnti reali cor 
ritìpùiidono ueiromogralìa punti reali, e a due punti complessi coniugati 
corrispondono due punti complessi coniugati. 

Per x^O b y = — d:c, e per y=^0 è x=: ^d:b . 

Per ^' = ce è ay-t-b ~ ossia y^—b ; a , e per y--= ce ò x=—r : a . 

Dunque in generale i punti fondamentali non si corrispondono. 

E notevole il caso che i punti all'infinito si corrispondano. Allora 
(PQE v>) = (PQ'R' o!) ossia Pfì : P E' = QE : Q'R', e quindi la distanza 
fra due punti di r serba un rapporto costante alla distanza fra i due 
punti corrispondenti in r'; e però le due punteggiate sono simili. Esse 
divengono eguali se il rapporto costante è + 1 . 

Eimaue a trattare il caso che sia ad — ^ic = . Allora per x diverso 
eguale a x si ha sempre y = y'; sicché a tutti i punti di r corri- 
sponde un unico punto singolare di r', dato da y =^ — d:c = ^ft:<[. 
E del pari a tutti i punti di r' corrisponde un unico punto singolare 
dì r, dato da x = — d:b ^ — e: a. 

Le esposte proprietà valgono naturalmente in particolare per coordi- 
nate baricenti'iche e per ascisse. 



. L'.qiia 



i [2] clell'o 
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x e (irvi apolide ^= io (o f|iAÌinl 
iiriT-mate sono ascisse) la [3] 3 



X —X ij —y 

hx -ì- cj/ + d = . 

Me ili (Ine jmiiti ax-\-b = 
--1- &■ = , t> + fi' = in 
i corrispondenti qiialniiq^iii 

„i,U.ia,u. - ■ i^ = contante dio i„„> 



y 



cj + i!^0 ili nmi jinnteggiata corri 
iS: pnutegjrinta omogralicn, lo equazi 



b-]^\ac:y^d-] = Q, 



IO, Supponiamo ora che dae punteggiate omograflelie abbiano 
per sostegno una stessa retta. Allora sussistono tutte le proprietà dianzi 
esposte, ma ne compaiono piu'e delle nuove: ad esempio, si pitò cer- 
care se vi sono punti che coiueidano coi loro coni spendenti. 

Se le coordinate projettive dei punti variabili delle due punteggiate 
si prendono riferendoli a nn'uuica tema di punti, affinchè un punto 
coincida col suo corrispondente dev'essere ^ -= a; , e però la fS] diviene 

Quest'uquaiiione di 2" grado porge per a; due valori, reali e distinti, 
reali ed eguali, complessi coniugati, secondo che {b-i-cf — iad>=<;0. 
Dunque ; i>er due punteggiate omografiche sulla stessa retta esistono 
due punti [reali e distinti^ o reali e coincidenti, o complessi coniu- 
gati), t quali hanno per corHspondeìiti sé stessi. 

Questi punti si dicono uniti, doppi, tautologi, fuochi, ecc. 

Siano U y questi due punti: avremo (18) 

(PQUV) = (P'QUV) , 
nude segue 

PU_PV_QU_QV 
P'U ■ Ì'~V ~ QlJ " Q'V ' 

(PFUV) = (QQ'UV) ; 
e però: in due punteggiate omografiche sulta stessa retta è costante il 
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birappoHo di due pimU corrìspondenti qualunque coi due punti uniti 
(reali o imagiaarì). 

Esso è ugnale a {Jos UV) ossia .lU : JV , ed anche a {-r. l'IlV) ossia 
IT : ru. 

Una oinogi-afla tra i punti di una retta è determinata dai due 



punti uniti e da una coppia di punti 
dai due punti uniti e dal birapporto 
essi (ptircliè i punti uniti non coinci 
valg:a 1). 
Una omografla con tre punti uni 



In volli zio Ite. 



corrispondenti distinti, oppure 
di due punti corrispondenti con 
dano, cioè quel birapporto non 



riduce all'identità. 



SO. Siano distinti i punti uniti, e si supponga (PPUV] =. (PPUV). 
Sai-à (PPTJV) = ± 1, e sarà pure (QQTJV) = (Q'QUV) = ± 1,... Allora 
la corrispondenza omogi'afica è reciproca, vale a dire che ai punti P' Q'..., 
considerati come appartenenti alla prima punteggiata, corrispondono 
P Q... nella seconda. 

Se (PP'UV) = 1, deve P coincidere eoo P, Q con Q', ..., o le due 
punteggiate sono identiche. 

Invece, se (PP'UV) = — 1, le coppie PF QQ'... sono tutte armoniche 
rispetto a U e V; e noi diremo (con Desakoues, 159^-1662) che esse 
costituiscono una involuzione (di 2" ordine o quadratica], 

I plinti doppi U V dell'involuzione 

po^ouo essere reali e distinti, reali -J J— t — J-^- — ^ jr-^ 

e coincidenti, complessi coniugati : 

nel 1" caso l'involuzione si chiama iperbolica, nel 2" parabolica, nei 

3° ellittica. 

Nel'.' involuzione i due punti liìniti coincidono col punto M medio 
fra i punti doppi (detto centro dell'involuzione), e si ha (18) 

MP . MP' = MQ , MQ' = . . . = MU' = MV^ = costante, 

la quale è sempre reale. 

Date due coppie di punti di un'involuzione, questa ii determinata; 
poiché ciò equivale a dare più di tre coppie dì punti corrispondenti 
di un'oraograila. Se x' y' e x" y" aono le coordinato delle due coppie, 
l'equazione dell'involuzione è 

{x X x" y') = (y y' y" X') , 
avvero 

(x - J-") (j - sn') (y' _ J-) ^ (,T ^ !,') („ ~ y-1 (,: ~ x] _ 0; 
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e l'equa: ione dei puniÀ doppi sai-à 

(X - x) {x - x") iy' - y-) -^ {x - y') [x - y") (x' - x") = 0. 

L'equazione dell' involuzione può anche ottenei-si esprimendo che la 
[3] del § 18 non ai altera scambiando x con y, il che dà 6 = e ; sicché 
l'equctzione dell'involuzione è 

axy H- h{x ~\-y)-\-d^O. 

31. Si scorge che, se 

Aj^^ !ix-h C=0 

è l'equazione di due punti di una retta, su questa retta esistono infl- 
uiti sistemi di due punteggiate omograflclie per ctii quelli siano i due 
punti uniti, e che l'equazione di una qualunque di queste omografie fr 

Axy -+- B'x -^ B"y -f- C = 0, 

con ia condizione B' -+- B" = B. 

Vi è una sola involuzione che abbia per punti doppi i due punti 
dati dall'equazione proposta, e la equazione di questa involuzione è 

^^-y + -^ (a; + y) + C = 0. 

Or quest'involuzione è un ente geometrico, ia cui considerazione 
si può sostituire a quella della coppia data di punti quando questa è 
ìmaginaria, e che fornisce quindi una definizione geometrica della 
coppia di punti complessi coniugati, mentre quella che prima (18) ne 
avevamo data era soltanto analitica. È cliiai'o da ciò che i punti complessi 
coniugati sono, non altrimenti che i punti reali, enti geometrici indi- 
pendenti dal sistema di coordinate che si adopra; poiché tali sono le 
involuzioni da cui essi sono determinati. 



EsKitCìziO. 1. l\*r iT.!ie pimtcggiato oiiiogialiclie su nuii iittFi le cupiiic l'J v l'I 
Ikuuio lo stoBso inulto moUio. 

Ea. 2. 11 coniugato aruiouico ili uu piuito mobile risiietto ili due die gli cor 
riapomloiio Jielle tliic piuiteggiatc è tale auclie risjietto ai (tue piiuti uniti; si lii 
uosl un'iuvoluzioae. 

Es. 3. Se a P della 1^ inmteggiata oonispoude P' nella 3", ;i P' ilolliì 1" v»t 
lisiioiule P" iioDa 2', o cotì ^-ia. In <iiiali casi si ritoma al punto P dojw. 
operazioni? Allora l'umograiìa si ilice ddicn di ordini' H — 1. 
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Es. 4. Sb Io ilae punteggiate sono aiinili, mio dei punti uniti i iiU' iiiliiiiLi>, 
Ea. 5. Il coniugato anuonico del pniito di coordinata x' rispetto ai dui; Rimiti 
dell'equazione ite- -(- 26j- -f- e ^ ha l'equiiKÌOHe ax'x~i-1i(x-h x')-l-c=^0. 

Ks. G, L'eqnaJiione dell'involuzione deteriuiiiiita da due coppin di punti può 



L'equazione dui punti doppi di questa 
ton le (lue coppie date, può scriversi 



. Si' AA lili' ce sono tre coppie i' 
AC BA' CB' 



oIukìi 



, = 1. 



■isulfa 



BC ■ CA' ' AB' 
. Date le eijua/.ioui di duo coppie di punti: 

ax'' -\~bx-{-c = ax- -hb'x-t-c — , 
Olle dell'ins-oluKionc ila esso d et ormi nata e TequaKionc dei ] 

I xy — X -y 1 ì ì x^ — 2ic 1 1 

\ c b a 1^0 e b a \- 



X{a, 



hto 



"lualunque dell' ii 



h c) = 0, 



ove X ; ^ fe mi jiarametro. 

Es. 9. La coppia aimoiiioa con le duo ax' -+- 2bx -t- e = 0, a:' + 1 ^ (la 
uonda iraaginai'ia) È l>x'- — {a — v) x — 6 = 0, ed è sein]irc reale ao alie son re 

Ets. 30. Tre coppie iix'- + 2ix -t- e =■-- rt>: + ,,=n n".>r-i-.. = aom. 
involuzione se 
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Is 11 Un ^iii 1 u dii omj„i.Lla Ltm gì -t -SI I Ulti iiuit L\ il un 
i.iuiti P Sii P lU .ii[iiiuucluitonUUl''omci„nlii,i ili r ni 1 il (,oii[si>oiitluiito 
jidli 1" e P nella 2°' aai\ il buipporto (PP P P ) costante al laiiaie <li P 

QiiLsto buappoito 1 irm cinHinlo si irnitn li 2" omognlm, o Ho fiut.atv iln H im 
] imuln/ioiip LliB ha pii iiiiiitL iluiiiil i due dati UV sinmio P P uiiiiiigati imiii 
mei nspetto a P P 

1 s 13 Per jjhh(o hciJio fi i Jii punti loiiiplessi coimi^iti sv piui ilihiiiru il iiiitiii 
,1. 11 im olu-^ioiii, lUittna tlie li (lutcìimna Pii j}io<lolUi d<ìh di'*! tii'i d un imiito 
n iIp rinilnuijiH (UUi Icnn ii ttn du ilrii. iiimti nudcMUJi s ) i > di limi 1 1 d t 
teiuu/i, sempie reali, ita il linidrxto della distaiL/i dtl di tt pi it I I (i iti ■ 
.! Il iimiln/Kiii, , li ,<,-ttiit( di 11 iiuidit/iinK 
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CAPITOLO LIT. 

Fascio di rette. 

Angoli e coordinate. 

§ 1 . Sia S il centro di ciii fascio di rette in un piano S, e siano a ì> 
«Ine rette del fascio. La a pnò rotare intorno al punto 8 e nel piano 
S ili due versi, l'uno opposto all'altro; e precisamente, rispetto ad un 
osservatore eretto sul piano da una data 
banda dì questo coi piedi in S, la rotazione 
può apparire procedente verso sinistra o verso 
destra. La H, rotando in un verso, viene a 
coincidere con b la prima volta dopo aver 
descritto un certo angolo (e il suo opposto, 
a! vertice). Botando invece ne! vei'so opposto 
la a viene a coincidere con b la prima volta dopo aver descritto un 
altro augolo (e il suo opposto al vertice). 

Fissiamo nel fascio una retta O (origine), e scegliamo il verso in 
cui vogliamo che avvengano le rotazioni. Data lina retta qualunque p 
del fascio, è noto l'angolo fra e p: cioè l'angolo, del quale rotando 
a partire da o e nel vei-so fissato, una retta del fiiscio giunge ia prijua 
volta in p; ed è individuato il numero «, clie inisui'a quest'angolo 
riferito a un certo angolo scelto come xxnitfi; e se diciamo t il numero 
che misura l'angolo di due retti o piatto, il numero a è compreso fra 
e TT. Viceversa: dato un numero e: compreso fl'a e tt, è noto l'an- 
golo che esso misura, ed è individuata quella retta p che fa con o 
quest'angolo nel verso fissato. Onde il ìuimero a. sipii/j assumere come, 
cooì'diTiaia della retta p, e dicesi anomalia. 

Aggiungendo all'angolo considerato uno o pii\ angoli piatti, si otten- 
gono tutti gl'infìuit! angoli, dei quali rotando una retta nel verso 
fissato, essa va da o in p; vale a dire tutti gl'iniiniti angoli delle due 
rette op nel verso assegnato. Viceversa: due rette, che facciano con 
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o angoli differenti solo per multipli di tt, coincidono. Ne segue che, 
nel determinare una retta p del fascio mediante il numero a, si poa- 
sono anciie dare a questo numero valori maggiori di tc; ma allora 
aggiungendo ad esso o sottraendo multipli di tt, s'individua sempre 
la stessa retta p. 

Tutto ciò si può ripetei'e per gli angoli descritti nel verso opposto al 
precedente. 

Consideriamo come positivi gli angoli descritti nel verso assegnato 
e come negativi quelli descritti nel verso opposto, e consideriamo rispet- 
tivamente come positivi o negativi i numeri che li n^isnrano. 

Allora è chiaro che. all'anomalia a si ptffisono attribuire tutti i valori 
reali, positivi e negativi; ma bisogna ricordare che essa può essere 
aumentata o dimintdta dì un multiplo arbitrario di tt, senza che cessi 
d'individuare una stessa retta. 

li fascio di rette è iMict forma geometrica di 1" specie e rientran/e 
in sé stessa. 

Se poi in ciascuna retta del fascio si vuol distingnere un senso positivo 
e uno negativo; allora, per portare a coincidere ii senso positivo di 
una retta con l'opposto, occorre una rotazione di un angolo piatto o di un 
numero impari di tali angoli; e per portare a coincidere il senso posi- 
tivo di una retta con sé stesso, occorre far rotare la retta di un numero 
pari (zero iucltiso) di angoli piatti. Quindi, per portare a coincidere il 
senso positivo di una retta col senso positivo di un'altra, occorre un 
angolo, al quale non è permesso aggiungere o togliere che un intero 
giro, ovverò più giri; e però allora il numero « può essere alterato 
solo di un multiplo qualunque di 2ìr. 

S. Indicheremo con ab uno qualunque degli angoli , positivi o 
negativi, fra i sensi positivi di a e h, e con ab il numero che !o mi- 
sura. Sarà, allora (^) 

ab -4- ba = , ha = — ab, 1 

ab -t- he -f- ca i£E , ab ìì; cb ^ cu, ..- , / (modulo 2-r:] 
ab -I- be -f- . . . H- la = 0. ) 

3. Per mostrare la connessione fra la retta punteggiata e il fascio 
di rette, consideriamo (fig^ pag. 5) un fascio di centro S e di piano S, 



A che forili 


.ano (inn cmigì'aema, ■ 


Li Hii datfl 


iinmeto detto mobilio. 


. . ed -(- ac 


. db + ad . bc = 0. 
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e in questo piano una retta r, che non passi- per S, Lo i-ette a is e ... 
del fascio secano r rispettivameatfi nei punti A B C..., sicché ciascuna 
retta individua un punto e ciascun punto una retta; non esclusa la 
retta 8 parallela a r, alla quale faremo corrispondere il punto all' ili- 
finito di r. Quindi: ogni sistema di cooì'dìnate della punteggiata può 
servire pel fascio, e viceversa. 

L'angolo di due rette iiarallele è da ritenersi eguale a quello di lina 
retta con sé stessa, e quindi a zero o ad un angolo piatto. 

E qui avvertiamo che, quando si lia un 
sistema di rette pai'allele ;i b e ... {fascio 
improprio o col centro all'infinito) secate da 
lina l'etta r nel punti ABC..., allora, scelto 
il senso positivo su a e posto che il segmento 
AA' sia positivo, sceglieremo sulle bc... ì 
sensi positivi in modo che ì segmenti posi- 
tivi AA' Biì ce . . . cadano da una stessa banda' di r. 

Per coordinate delle rette di un fascio iwproprio possono servire 
quelle dei punti di una punteggiata trasversale. 

Frojezioni centrali e parallele. 

4. Quando si considerano (come nel § precedente) nna retta pun- 
teggiata r ed un fascio qualunque di rette S nello stesso piano, si dice 
che la retta r seca il fàscio abc . . . nella punteggiata ABC ... e che 
il fascio projetta la punteggiata dal piinlp S. 

Se L M N . . . sono punti qualunque del piano, e se le rette SL SM 
SN . . . secano la retta r nei punti L' M' N' , ■ ., questi si dicono le 
projesioni di L M N . . , dal centro S sull'asse r. Se un punto per- 
corre il segmento LM, la ana projezione percorre il segmento L'JI', che 
diciamo projezione di LM, Se un punto percorre la linea poligonale 
LM -h MN -H NP -(- PQ; la sua pro- 
jezione percorre successivamente i 
segmenti L'M' M'N' NT' P'Q' ; e se 
sulla r si sceglie un senso positivo, 
la somma di questi segmenti si 
projezione di quella lìnea 
le. Questa somma si riduce 
a L'Q' projezione de! segmento LQ; 
e quindi la projezione non varia, comnnqae si muti la linea poligonale 
considerata, purché i suoi due estremi L Q rimangano fissi. Dunque ; 
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35 



in un piano, con qualunque linea, sia retta sia poligonale, si vada 
da un p%tnto a un altro, le proiezioni di esse, fatte da uno stesso punto 
e sit una stessa retta, sono eguali. 

In particolare: la proiezione del perìmetro di un poligono è nulla. 

Se pei punti L li N . . . si tirano rette parallele a una retta a, le 
quali aechiuo una retta r nei punti L' M' N' . . ., questi si dicono le 
projezioni di LMN . . . sulla retta r secondo !a direzione a; L'M' si 
dice la projezÌOìi£ del segmento LM, e così via. Onde possiamo asse- 
rire: con qualunque linea, sia retta sia poligonale, si vada da un 
punto a un'altro, leprojesioni di esse, fatte secondo una stessa dire- 
sione e su una stessa retta {o su rette parallele), sono eguali, Lapì-oje- 
zione del perimetro di un poligono, secondo qualunque direzione e su 
qualunque retta, è nulla. 

Vicerersa: se sono nulle le proiezioni dì una linea poligonale qua- 
lunque, fatte secondo due direzioni diverse e su due rette qualunque 
(distinte o no), quella linea poligonale sarà chiusa; poiché i suoi due 
estremi si dovranno trovare nello stesso tempo su due rette parallele 
jille due direzioni considerate, e quindi coincideranno. In eonsegruenza 
sarà pure nulla la projezione della linea poligonale secondo un' altra 
direzione qualunque e su qualunque retta. 

5. È notevole il caso della projezione oHogoìiale o normale, cioè 

quando la projezione si fa secondo la direzione perpendicolare alla 

retta su cui si projetta. 

Siano ABC... punti di una retta r, A' B' C . . . le loro proiezioni 

y normali su un' altra retta r' ; e sulle r r' 

siano scelti i sensi positivi: saranno tutti 

eguali (pel teorema cosidetto di Talbte) i 



rapporti — 



AB 



A'C 



B'C 



, ..,, anche 



nel segno. Il valor comune di questi rap- 

—*■ porti non dipende che dall' angolo delle 

due rette r' r, e si definisce per coseno del- 



-^^^ = cosr'r, A'B' = AB cosr'r, 
AB 
ovvero : se un segmento si pì-ojetta normalmente su itna retta, la mi- 
swi-a del segmento projezione è eguale a quella del segmento che si 
projetta moltiplicata pel coseno dell' angolo dei sensi positivi delle 
due rette cui i segmenti appartengono. 
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Funzioni goniometriche. 

6. È facile vedere, chiamando a la misura dell'angolo r'r (e mu- 
tando il verso positivo degli angoli o (ineilo della retta r'), che ai ha. 
qualunque sia a: 

cos (— «) = cos c!j eoa (a -H t:) -= — cos a, con (a — jt) = — cos =t. 
Inoltre, dando a r posizioni particolari rispetto a r', si ha 

cos = 1 , cos -— ^ , cos TT — — 1 , cos -5- = 0. 

Deiinendo per seno di un angolo il coseno del suo complemento ;t 
un retto, ossia ponendo 

sen a = cos \— a , 



en » , sen {a-t-Tr) = ~ sen « , aen [a.—tt) = ~ sen a , 

sen -^ = 1 , sen — = , sen -^ = ~ 1. 

1 pel' tangente, di un angolo il rapiwrto del seno al coseno, 
ossia ponendo 

sen <i. 

alibi amo 

tg(_ »)=-tg ^, tg {« + Tv) = tg « , tg (a - 7t) = tg », 

tgO = , tg |- =X , tg TT = 0, tg-| --= ce. 

Definendo per cotangente di un angolo la tangente del complemento 
a un retto, ossia ponendo 



Il coseno, il seno, la tangente e la cotangente diconsi funzioni j/o- 
iiiometHche, poichò possono servire alla determinazione dell'angolo. 
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■7. In UE fascio di rette sia S il centro, e siano a i) due rette perpen- 
dicolari, in modo che l'angolo generato dal senso positivo di a rotante 
Informo a S nel verso positivo sino a coincidere col senso positivo dì 

b sia un retto: at)^— . Sia eun'ahra 

retta del fascio, e poniamo ae =^ a. Indi 
sulle a b C prendiamo i segmenti positivi 
eguali SA SB SC, e progettiamo C nor- 
malmente su a e b in D ed E. Per la 
definizione dui coseno avremo 
SD 




I^] 



se 



SO 



se 



= cos (ab — ae) = cos - 



■ossia, per la definiaione del seno, 

DC 
[2] -^^- = sena . 

SO 

Se AF, normale ad a in A, seca e in F, abbiamc 

AF DO sen n 

SA ^ SD cosa ^ ^*' 

e se BG, normale a b in B, seca e in G, abbiamo 



[41 



BG 
SB 



= ts V 



= COta 



SC^ queste relazioni 



Se si sceglie come unità lineare SA = 
divengono 

SD = cos a, DC == sen a, AF -= Ig a, BG- = cot a ; 

e così si ottiene una rappresentazione grafica delle funzioni goniometriehe. 
Anzi potremmo assumere come definizione delle funzioni goniometriehe 
questa rappresentazione, e ritrovare le varie relazioni accennate nel § 
precedente. P. e., si ha 



cos a = EC = sen ,— ■ 



sen « --= SE '= cos - 
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Osaei-yando che la projeziono normale di SD -f- DO aa 
quella di SC, e si lia 

SD cosaa -+- DO coscb = SO ; 

e poiché SD = cos a, cosca = cos a, DO ^= seE a, cose!} — - 
otteuiarao k-. reliiziono 

La figura mostra che: 
se « oi-esce tliì, a ■■-;- , cos :; decresce da 1 i 



» 



sen 3 cresce 


daO 


^ 


L 


» decresce 






0: 




•> 0- 


- 


■1, 


~ cresce 


-1 




0. 


IfT, , cos 


K e 







.. . ...2, . . .0. 

Continuando a a crescere da 2jr a 477, da 47^ a 6it, 
riprendono periodicamente gli stessi valori; poiché il coseno ed il 
seno di un angolo non mutano ae questo si aumenta o si diminiTÌsce 
di un multiplo qualunque di 2it. 



Se a ( 



s da s 



, tg« ( 



ì da i\ 



e colo; dccrc! 



Se a cresce da -j- a 
da a — co . 
Mentre £ passa per - 



cresce da. — co a 0, e cot x decresce 



'. passa da - 



Continuando 



a crescere a da jt a Stt, da 2% a Zr. , . . ., tgot e cot a riprendono pe- 
riodicamente gli stessi valori di prima; poiché la tangente e la cotan- 
gente di un angolo non mutano se questo si aumenta o si diminuisce 
di un multiplo qualunque di r:. 

8, Si sa che gli angoli al centro di un cerchio sono proporzionali 
agli archi ccmpresi fra' loro lati. Questa proprietà si applica anche 
quando si tien conto dei segni degli angoli, purché si considerino sulla 
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circo ufereuza archi positivi ed ardii negativi, couvcueodo che, mentre 
xin rag'gio descrive un angolo pcffiitivo, il suo punto estremo descrivii 
un arco positivo. Se inoltre ai sceglie per arco unità quello che è com- 
preso nell'angolo unità, allora imo stesso numero a misura cosi un 
angolo come l'arco compreso nell'angolo. P. e., si può prendere per 
arco uuità la 360""* parte della circonferenza (questa unità si chiama 
grado, e si divide in 60 minuti pHmi, ognuno diviso in 60 minuti 
secondi, e cosi via): allora un angolo piatto è misurato dal numero 

180 e un retto da 90, ossia tt = ISO, ~ = 90. Se invece ai prende per 

unità l'arco lungo quanto il raggio, allora (il rapporto costante di ogni 
cii'conforenza al suo diametro essendo espresso da 3,141592...) earA 
TT = 3,141592 . . . 

Il seno, il coseno, la tangente e la cotaugente, potendosi a.dtinqiu, 
considerare come funzioni di un arco di circolo, si-dicono anche fun- 
sioni civcolcivi, 

I »ciiiiic.tii gieci, pei argoiiiLiitni e la ginntle//a ilLgli angoli al centro Ai mi 
iJtcol» il.1 iindUa ilelie LOide m tbso isoiitte, nferiiouo le lohIc -xl laggiu e wiii 
jiaiti ilniuote (li 00 iii 60, e cakolaiono iojt taioli LOiitiiitirto lo mi tìil (l6l1( 
LOide isoi.ttu lugli nugoli progieìLciiti cU inez/o m luiz/o j'iti» Ji i ISO 
(Cvlumio ipll IhìiiH-io, iPiso l'aimol2)) 

Albnìam (tuca il 900) ed altu astronomi n ibi coiiMaim n< \<m n\\ 'i 
mufl ì1l^.'i iiigoli o (lolle ooiile, oiob gli 711^, ili e i Irmi ji ni 

Seno Mene dil latino ainiie, trailnzioiio di un ttnniuo unato dagli niabi (o 
tejio = Bosuiae = conyi Zeliteli» giiiae Taiiguiie e cohiiigenlc sono (lunoiuiua/iuiii iii 
tioduttt di riid (GeoTiietiia iotiiadi 1583J 

Lo tmiltì ogf!;i m oso (.oatui^'ono i logaritmi <;oii 5 o piii documili (Ili atin, 
costm, t iii^Ljti tì cotangenti dogli nu^li da a 45 ^adi, U olie liastii In 
cintili, ilil Linìiiis gli ingoli piogruduLiiuo pu dimiiL di sli jiidi, o uti punì) 

(> gì llli piJ. ILLOUdl 

Uait fui. loiu ,cmiometni,lii molto &i ^oìii la TMjoiiuiHCdii, U ciuile int,(-giii 
ipi (1 Un Olito 1 naolmt i triaii,foli, o^ni a calcolilo li mianic ili tutti gii eli 
m liti 5i 111 ^i limolo pumi if ^i<nlco, ilitt, ti di esso |lJ(,ln^u ilni^nj iinlitn 
vi il tji involo . puno) 

EsHiiCiicio. Uimostrare lo segnanti r 
sen a = + ^ 1 — cos' a 



(lìindo 1 


.iglono d,l ,1 


-±|/ 


*« 



;|/T^rrg^' ±|''T: 
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J'is. 2. Dimij.strart che 



--- = COt -- = 1 ; 

1 4 Z ' i 4 

TT ^ 1 t: 'T yj 

eoa — = sen — ^-= — gen ■ ■-- = ros ,- = — -— , 

3 6 2' a 62' 

t§:^=-«ot- = }/3, tg-^co t- = — , 

r: — 1 -^^ 1/ 5" j: K 10 -t- 2 (/"s 

sen -— --— ; — , C03 _^ = , ecc. 



Es. 3, Uoiiuoiulo liei- seciiiile lU un {niffolo il vnloin inrorso ilei siui ((ikciio, 

fissia poneiido suca =^ ■ , si ha see3;^=SP. 

Cosecante di im angolo ù la secante del eomplomonto di qniislo a mi n'Ito. 

Trigonometrìa piana. 

©.Siano a ì) e tre rette, che determinino un triangolo qualunque, 
e sulle quali siano assegnati ì sensi positivi. Indicliiamo con A B C i 
vertici del triangolo rispettivamente opposti ai lati a b e. 

enerviamo innanzi lutto che bc -(- ca -i- ab è un multiplo di 2n. 

La proiezione normale del perimetro BC-t-CA-t-AB su una retta 
luahinque r del s\io piano è zero, e però 

[1] BCcosnn-CAcosrb'4- ABcosrc = 0. 

Facendo coincidere r eoa a!) e successivamente, si ha 

( BC -1- OA eosab -+- AB cosiC = 0, 

i2J I BCco3bii-FCA-i-ABco9bc— 0, 

[ BC cosca H-CAcoscb-^ AB = 0. 

Queste, moltiplicate par — BC CA AB e sommate, danno 

rSl BC- = CA' + AB^ -H2CA.ABcosbc, 

e similmente si ha 

ri] CA- = AB' -+- BC- -I- 2 AB.BC cosca , 

AB- = BC^ -t- CA^ -h- 2BC.CA cosab. 
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Si Ila pure 
'HI BC--i-CA=+AB-+2BC.CAeosab-i-2CA.ABcosbc+2AB.BCcosea— 0. 

Se r' è perpendicolare are rr' = ~ , projettando su r' si ha 

BC cosr'a -+- CA cosr'b -f- AB cosr'c ^ ; 

e poieliò r'a = ra — rr' ^ ra — -^ , . . ., risulta 

f5J BC seni-a + CA scnrb -+- AB senre = 0. 

Fiicendo coincidere r con a b e successi vameu te, si ha 

[ CAseniil>-+-AB9eniic=0, 
[G] BCsenba-)-ABaenbc=0, 

( BCsenca-i-CAseueI> = 0, 
o^'vero 
[7] BC : CA : AB = senSìC : seuea : aenab. 

In tutte queste relazioni si può, ad esempio, supporre che i sensi 
positivi dì a b e siano scelti in modo che BC CA AB siano positivi; 
sicché be ca ab misurei'anno gli angoli esterni del triangolo, ed avranno 
i seni eguali a quelli degli angoli interni e i coseni eguali e di seggio 
contrario. Allora le [3J e [7] si potranno enauciare così : 

il qiiadrato di un lato dì un triangolo qualunque è eguale alla 
somma dei quadrati degli altri due lati, Tueno il doppio prodotto di 
questi due lati pel coseno dell'angolo compreso fra essi,- 

i lati di un tHangolo sono proporzionali ai seni degli angoli 
opposti. 

Nel caso particolare che il triangolo sia rettangolo in A, e precisa- 
mente sia be = — , la 2" e 3^ delle [2] divengono 

[2]' AC =- BC cosai), AB = CBcosae; 

la 1* delle [3] diviene 

n-ij' BC^ ^ Qh? -+- AB^ 

teorema di Pitagora; e le [6] divengono 

i&y AC = BCsenae, AB = BCscnab, AB : AC = tgab. 
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10. Dalle formole precedenti si possono trarre varie reljizioni im- 
portanti tra le funzioni goniometriche di certi angoli. 

Anzitutto, le [2] essendo lineari omogenee in BC CA AB, e verifican- 
dosi per valori non tutti nulli di qiteste, dovrà essere 

[ 1 cosai» oosae 1 

[8] cosba 1 cosSic = : 

I cossa coscb 1 j 

reiasione fra i coseni dei mutili angoli di tre rette {qualunque di un- 
piano, o soltanto parallele a im piano. Essa si può anche scrivere 

1 — cos'bc — cosmea — costai) -i- 2cos!ic cosca cosato = 0, 
ovvero 
[^j sensali = cos^ac -f- cos^&e — 2cosae coslìc cosiito,.... 

Se poi nelle fi] e [5} sostituiamo (il che è lecito) a BO CA AB le 
quantità proporzionali senbe senea senafe, abbiamo le reiasioni 

[10] cosra senie -i- cosrJì seuea + cosrc senato = 

[11] senra senL'C H- senì'Sì aenea -+- seni'C senato =-0 

fra gli angoli di quattro rette qttalunque v a. h e di un piano, o sol- 
tanto parallele a un piano. Esse sono aoaloglie a quella (di Euler) 
fra quattro punti di una l'etta. 

11. Si noti che facendo coiDcidere r con e, la [lOj diviene 

cosca senbc •+- coseSì senca -i- senitb = 0, 
ossia 
ri2J senas coasb -i- cosac seneb = senato = sen (ae -+- cto). 

Or qui ac e ci) sono qimlunque: scrivendo invece di essi oc q fi, 
abbiamo l'importante reiaj;ione 

[13] sen (a -I- j5) =^ sen a cos ,3 -+- eos a sen ]3. 

i^Iutando |5 in — 13 essa diventa 

[14J sen (ùc — ^)=: sen ti cos ;3 — cos « sen ^ ; 

e qui mutando a in -^- — « otteniamo 

[15] cos (a -t- (5) = cos a cos |5 — sen a scn ^ ; 
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e qui muLando ji in — ^, 
[16] eos (a — j3) = cos « cos j3 -I- sen « sen ^. 

Queste Ibi^iaolc sono fondamentali per la teoria delle l'i 
nio metriche. 

Ma non intendiamo di svolgere qui tutta questa teoria i 
nome tr la. 

ì-:>hi;lj/:i. — Dimostrare le scgiionti toIlikìoiiì: 

sen « + sen p = 2 sen -^ (« + j5j cos -^ ("^ + P) > 

eoa a -i- cos P = 2 cos 2 (a -i- ^) eoa -^-(a — ^) , 

cos s! — cos |3 == — 2 sen— (a -h ^) sen , {'^ — ,^} , 



a±tg|3 



sen (« ± |3 



tg(« 



3:^ 



-tgfi 



a = 2senscosa, cos22< = coa^a — sen%, 



4.^±K- 



, Gcc, ecc. 



Coordiisate taiigenti e bariceiitn'ithe. 

13. Siano a l'... p ... rette di un fascio S, e sia r una retta nel piano 
, del fascio, ma che non passi per S. 

La r seclii a!t ... p... in AB ...P... 
Se è la retta del fascio normale a r 
(in 0) e si scelgono convenientemente 
ì versi positivi pel fascio S e per la 
" punteggiata r, si iivrà 




OA = SO tgoa , OB = SO tgol) , 



, or = SO tgop , 



sicché jjÉ)' cooì-diiiate delle rette a b... p... si ])oss<mo 
tgob-.-tgop... Le diremo coordinate 
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^ , ,. . . -, senap 
13. Indiciiiamo >' -""-^-^-tn _ . 

2}orto delle tre rette a b e. Noi triangoli SAP SBP si ha 

AP Èenpa. BP _ senpb 

P"S ^ seoar ' PS ^ senbr ' 
onde la relazione 

AP senap senlir 

BP senbp ' senar 

Essa prova che, se a b sono due rette fisse del fascio, dato il rapporto 

■ — r-^ , è noto .g^, e quindi P, e quindi p. E precisamente: so p cado 

su a, il rapporto è rH ; se p cade su b, il rapporto è +oo ; so p biseca 
l'angolo ab, il rapporto è — 1; se p biseca l'angolo adiacente, il rap- 
porto è 1, Dunque il rapporto (abp) si può asi^iimere cOìne coordinata 
della retta p riferita a due rette fisse a b del fascio, e può cliiamarsi 
baricenirica. Scegliendo per rette fisse o e la sua normale, si ricade 
in tgiip come coordinata di p. 

Allo stesso risultato si può giungere indipendentemente dalla consi- 
derazione di una punteggiata. È già chiaro che, data la retta p, il 
rapporto (abp) sarà pare dato. Inversamente : supponiamo che sia dato 
questo rapporto e valga ?■; allora 



n(ap — ab) = senap, 



senap 

senbp ' 

)■ senap cosab ~ )■ cosap senab = senap , 
r senab — {r cosab — 1) tgap , 



m tgap = 


)■ senab 


r cosab — 1 


ed analogamente si trovereblie 




fSJ tgbp = - 


senab 



Quindi, dato )■, 6 individuata tgap (oppure tglip), e in conseguenza 
aneiie la retta p. 

Si noti che la [ìi] e la [3] valgono per tre rette abp qualunque 
di un piano, o soltanto parallele ad im piano. 
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Doppio rapporto e coordinate projettiTe. 

14. Si definisce per doppio rapporto, o bÌrapp<yi-to , o rapporto anar- 
monico di quattro rette a b e ci di un fascio, e si rappresenta con 
(abcd), il numero 

(abc) senae senart 
(abdj senbc ' seuhd 
Abbiamo, per la [1], 

AC senae senbr AD senad seobr 

BC senbc * sena,r ' BD senbd ' senar ' 
e però 

,.^^,^. A.C AD senaf. senad , . ,, 
ABCD) = — :--= — — : — — = {abed . 
^ ' BO BD senuc senbd 

Questo risultato è indipendente dalla pwizione di r; dunque pos- 
siamo enunciare ii seguente teorema (che trovasi già in PappOj e clie 
dicesi la ^s'ojjj'tetópro/efHwa del birapporto): quattro ntte di un faccio 
secano wia retta qualunque del loro plano in punti, il cui birapporto 
Hmane costante mentre la retta muta piosizione,- e questo birapporto è 
egtiale a quello delle quattro rette. Esso si assume come deiìnizioii& 
di questo se le quattro rette sono pai'allele. 

Quattro rette di un fascio forniscono 24 birapporti, che si riducono- 
a soli 6 distinti, fra' quali paesano le stesse relazioni esposte pei bi- 
rapporti di quattro punti. 

Le proprietà dei birapporti di rette dì un fascio, e quelle che accen- 
neremo dei fasci omograftei di rette, si possono dimostrare ripetendo 
(talora con lieve modificazione) le dimostrazioni esposte per ie pun- 
teggiate; anzi si possono deduri-e immediatamente dalle proprietà delle 
punteggiate, considerando invece di ciascun fascio di rette la punteg- 
giata che esso determina su una retta arbitraria del suo piano, e tenendo 
conto della proprietà prqjettiva del birapporto. 

Se (ithetl) = — 1, si dice che le quattro rette abed formano un 
gruppo armonico, ossia che le due coppie ab cd sono armoniche. Date 
tt e b, ad ogni posizione di e corrisponde una coniugata armonica (J, 
e a d corrisponde <■. 

Se e biseca l'angolo ab, d biseca l'angolo adiacente. OlU-e queste 

bisettrici non vi sono altre rette coniugate armoniche e perpendicolari; 

ìT . . , . ,, senae cosac tga« . ,. 

poiché, se CU = — , SI ha (abed) = — . - ; - — r- = -^ì— ; e qiundi, 
2 senbe cosbc tgbe 

se (abcfi) = — 1, si ha tgac = ~- tglie. 
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46 Cap. Ili - § 15, 16, 17, 18 

15, Dato tre rette a b e di ud fascio, sarà individuata nna rotta 
qualsiasi ji del fascio, se è dato il birapporto di essa con quelle tre in 
un ordine assegnato, p. es. (abcp) ; e però questo UrappoHo si può 
adoperare come coordinata della retta, e dicesi pì-<yettiva. La deno- 
miaazionri è giustificata dalla proprietà projettiva del birapporto. La 
coordinata projettiva comprende come caso particolare la coordinata 
baricentr-:^, bastando supporre che e bisechi l'aiig:olo aF. E qtiiodi 
comprcR',':; anche la coordinata tangente. 

16. Una volta scelto il sistema di coordinate per le rette di nn 
fascio, im' equazione nella coordinata determina tante rette del fascio 
quante sono le sue radici reali. Però diremo cbc alle r,i'liei imìigi- 
narie corrispondono rette imaginarie. 

Fasci di rette omograUci e involntori. 

1 T, Due fa,sci di rette si dicono omografici o collineari, se a tre 
rette date a 1> e dell'uno si fanno corrispondere tre rette date &' W e' 
dell'altro, e ad una qualunque retta p del primo fascio quella retta 
p' del secondo che fa il birapporto (a'b'c'p') = (abcp). Allora il birap- 
porto di quattro rette qualunque dell'wn fascio è eguale a quello delle 
rette corris]}ondenti dell'altro. 

Uomografta è espressa da vn'equazione hilineare in coordinate 
projettive (o baricentriche, o tangenti). 

Se due fasci omografici Jianno lo stesso sostegno (centro e piano), 
ammettono due rette tmite o doppie (reali o imaginarie); e due rette 
corrispondenti qualunque fanno con le rette unite un hii-apporto costante. 

18. Se l'omografia è reciproca, le coppie dì rette corrispondenti for- 
mano una involuzione; esse sono armoniche con le due rette doppie 
(reali o imaginarie). 

Una coppia di rette compi esse-coniugate può deflnii-si come una 
involuzione. 

In ogni fascio {proprio) di rette in involuzione esiste una coppia 
di rette coniugate ", perpendicolari, le quali dlconsi principali. 

Infatti, in coordinate tangenti l'equazione dell' involuzione è della 
forma 

a tgop tgop' -+- 1) (tgop -+- tgop') -\-d = 0; 

ora si vuole che sia pp' = + -^ , ossia op' ^^ Op + — , onde tgop' *= 
— 1 : tgop e tgop tgop' = — 1 ; e però l' equazione diviene 
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b tg^op —(a~d) tgop — & = 0; 

la quale dà per tgop due valori reali, e quindi determina due rette 
reali. E siccome i due valori danno per prodotto — 1 , così, scelto l'uno 
per tgop, l' altro sarà tgop'; siccliè le due rette sono coniugate nel- 
l'involueione. 

L'equazione si riduce ad una identità se è aoddisfiitta da più di due 
rette p, e allora lo è da tutte. Le condizioni perchè ciò avvenga sono 
ì> = 0, a — d^O. Dunque, se nell'involuzione vi sono due coj^ie di 
rette coniugate e perpendicolari, tali saranno tutte le coppie {involusione 
di angoli retti). Allora le rette doppie sono compi esse-coniugate, e 
IVqiia^ione dell'involuzione sì riduce a 

tgop tgop' = — 1 . 

Esercizio 1. S« a b p sou retti; ili lui f;isi;iu, (abp) ^. i! liiiiporti) ilclli' ili- 
HtJinio (li eiascmi piiuto (li p da a e 1». 

Ka. 2. Se, (al(ea) = — 1, ai liiv -^ ,-■ =- "^ - -H , -il ■* «■ inolile ili lii^^ra 
' tgab tgae igad 

l'iiugolo ah, m ÌI& tg^iiia = tgiii6 tgmd. 

Eh. 3, Posto (nbo^) -= /» , bì Ila. 



liS 1 ^i' ni (lui iT-bIIi. (lue iPtti plm i^ili <li im ulvoIukìi 
tgmp tgmp =^ cnatiutf = tg ma — tg^mv , 
Il ili ìinlo con n V le (lue retti" doppie 

F9 5 Se le dnc ri-ttL doppie di im'in^ol 
di due rette eoniugitc ipnlnuijuc sono liisei 
"(fliMM.(i iO(( oUvìlogoimU 

Ls b In dne fisei ooiLjjriafiei di rettn ti è nm coppia di rette peri)endiooIaTÌ 
dell'raio che lia per corrispondente nell'altio una coppia di rette perpendicolari 
((Oppili jnmi.ìpn7i) Se Jj e ij sono queste (Itip coppie e p y' due rette corri- 
spoudeiiti variabili, si hi 

t4ptsjp =1 -.tufi 
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CAPITOLO IV. 

Fascio di piani. 



^1- 



Dieilri coordinate. 

g 1. Sia S l'asse di un fascio di piani, e siano « |3 due piani del 
fascio. Il piano « può rotare intorno ad s in due versi, l'uno opposto 
all'altro ; e precisamente, rispetto a un osservatore disteso lungo la retta 
s in modo che i! senso positivo di s sia quello dai 
piedi al capo, la rotazione può appai'ìi-e proce- 
dente verso sinistra o verso destra. Rotando in un 
verso, a. viene a coincidere con ^ dopo aver de- 
scritto un angolo diedro; ed è chiai'o che si può 
assumere come coordinata di un piano qualunque p 
del fascio il numero che misura il diedro fra un 
piano fisso w (origiiiè) del fascio e il piano p, quando 
sì sceglie un certo diedro unità. Una volta asse- 
gnato ii verso positivo, questo numero può i 
valori positivi e negativi qualunque; e non e 
di individuare uno stesso piano quando gli si ag- 
giunge toglie un multiplo del numero t:, misura del diedro piatto.. 

n fascio di piani è ima forma geoinetHca di 2* specie e rientrante 
in sé stessa. 

Su ciascun piano sì suol distinguere una pagina positiva e una ne- 
gativa, nel modo seguente. Un piano divide lo spazio iu due regioni: 
ora se ad uu osservatore, eretto coi piedi sul piano in una delle due 
regioni, una rotazione nel piano apparisce fatta in quel verso che si è 
assunto come positivo, ad un osservatore eretto nell' altra regione la 
stessa rotazione appai'Irà fiitta nel verso negativo; e noi diremo pagina 
positiva quella che è veduta dal primo osservatore, negativa quella 
che è veduta dal secondo. Quindi, dato un piano qualunque nello 
spazio, è pure data la sua pagina positiva (e la negativa) se è dato 
il verso positivo delle rotazioni fatte in quel piano ; e viceversa, questo 
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Gap. IV - § 1, 2, 3 49 

verso è dato quando è detto quale delle due pagine del piano sia la 
pt^itiva. Snlle rette normali al piano prenderemo come S'inai positivi 
quelli che pi-ogrediBcono dal piano verso il primo osservatore. 

Se in elasenn piano di nn fascio si distìngue la pagina pMitiva dalla 
negativa, allora per portare a coincidere una pagina con la opposta 
occorre una rotazione di nn diedro piatto, e quindi al numero testé 
definito come coordinata di un piano del fascio si potrà, aggiungere o 
togliere un multiplo qualunque di 2tc ; mentre, se non sì fe la distin- 
zione delle pagine, si può aggiungere o togliere un multiplo qua- 
lunque di T.. 

Detto a^ il numero che misura uno qualunque dei diedri delle pa- 
gine positive di a e jS, ai ha «(5 -i- ^m ^^ (modulo 2^),..., come nel 
fascio di rette. 

2. Un fàscio di piani « |3 y ... è secato da una retta r, che sia 
sghemba con l'asse S (*), in una punteggiata ABC...; ed ogni sistema 
di coordinate jper la inmteggiata pttò servire pel fascio di piani. Fra 
questi piani quello clie è parallelo ad r corrisponde al punto all'infl- 
nito di r. 

Del pari : un fascio di piani a ]3 ",- ... è secato da un piano, che non 
passi per l'asse s, in un fascio di rette a b C ...; ed ogni sistema di 
coordinate pel fascio di rette può servire pel fascio di piani. In par- 
ticolare: un piano normale ad s seca in un fhseio di rette, i cui angoli 
sono proporzionali a' diedri fra' piani comspondenti del fiiscio, e quindi 
si possono supporre misurati dai medesimi numeri. 

In un sistema di piani paralleli (fascio improprio con l'asse al- 
l'infinito) pec coordinate servono quelle di una punteggiata sezione del 
fascio. Le pagine positive sono determinate, una volta scelto sulla co- 
mune direzione normale il senso positivo. 

Projozìoni jissiali e parallele. 

3. Un fascio di piani è secato da una retta in una punteggiata, e 
da un piano in un fascio di rette: diremo che il fascio di piani ■pro- 
jetta dal suo asse la punteggiata e il fascio dì rette. Più generalmente : 
se L M N -, sono dei punti qualunque dello spazio e s è l'asse di 
un fascio di piani, i piani sL sM sN ... secano una rotta qualunque 
r nei punti L' M' N' ,.., detti proiezioni di L M N ... su r da s. 



(*) Si lUcono sghembe (Ine retto i" 
K D'Ovidio. — Gooinelri'i analilica. 
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Gap. IV - § 3, 4 



]\[<iutre nn punto percorre il segmento LM, la sua projunione percoiTc il 
segmento Ij'ÌÌ' pi-ojesione di LM, e così via. 
Assegnato su r ii senso positivo, si tia il teo- 
i qualunque linea, sia retta sia pò- 



^^H^ 



Ugoiiale, si vada da un punto a un altro, 
pì'ojezioni di queste linee su v/na stessa retta e 
da una stessa retta sono eguali. In particolare : 
la proiezione di un poligono è nulla. 

8e s è all'infinito, allora i punti L M N ... 
sono projettati sulla retta r secondo uoa data g:iacitura {e. I § 4), e le 
cose ora esposte si applicauo a questo caso. P. es., la projezione di un 
poligono su una retta secondo u/na giacitura qualunque è nulla. 

Invei-sameiite : se sono nulle le projezioni di una linea poligonale 
fatte su tre rette qualunque (distìnte o no) secondo tre giaciture non 
appartenenti a una stessa direzione, allora la linea poligonale è chiusa; 
poiché i suoi due punti estremi do^Tanuo trovarsi nello stesso tempo 
su tre piani distinti e non formanti fascio, e quindi coincideranno. 



4. Più particoliii'e ancora è il caso della proiezione ortogonale o 
Tiojiiiafe a una retta, cioè quando i piani projettanti sono perpendico- 
lari alla retta. Sia AB nn segmento di una retta r, A'B' la projezione 
normale di AB su r', e AB" la projezione normale di AB sulla r" pa- 

_ "r. Ora AB" è eguale 

AB 
e parallelo nello stesso senso a À'B' (equipollente 
a A'B') ; e inoltre l'angolo r"r è eguale a r'r, 
intendendo al solito per angolo v'r dei sensi 
positivi di r' e r l'angolo dei sensi positivi delle 
parallele ad esse uscenti da un punto qua- 
lunque dello spazio (angolo che è costante, 
qualunque sia questo punto). In conseguenza avremo 



^-"^ " 

S."' ■ ""E 



— cosr'r, A'B' = AB cosr'r . (*} 



(■•} Lii relazione [1] § 9 e [10] § 10 onp. UI siissistuìio nuche si 
Liou 11 uuuteiiuta nella giaoitum che contiene a b C. 
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Gap. IV - § 5, 6, 7 



Bicapporti, coordinate projettìve, equazioni. 

Tj. Si definisce per doppio rappoì'to, hirapporto, rapporto anarmonico 
di quattro piani a [9 y ^ ^^i un fascio, e si denota con (a^-fS-), il numero 



£eu|iv seupò 

Le (lue puutegg;iate ABCD..., A'BCD'... siano sezioni di uno stesso 
fascio di piani a^j^... mediante due retto r r'; e la retta AB' seclii 
il fascio in una punteggiata AB'C'D"... Allora ABCD... e ABC"D"... 
sono sezioni di uno stesso fascio di rette (quello in cui il piano ABB' 
seca il fascio di piani «^y?...), onde (ABCD) = (AB'C'D') ; e AB'C'D"... 
A'BCD'.. . sono anche sezioni di uno stesso fascio di rette, onde 
(AB'C'D") = (A'BCD') ; sicché sarà (ABCD) = (A'B'C'D). Dunque : il 
birapporto d&i quattro punti in ctii una retta seca quattro inani di 
un fascio è indipendente' dalla posizione della vetta (Monins). Esso è 
eguale al birapporto dei quattro piani. Anzi si assume come definizione 
di qutóto, se i quattro piani sono paralleli. 

E chiaro die anche il birapporto delle quattro rette in cui un piano 
seca quattro piani di un fascio è eguale al birapporto dei quattro 
piani. 

Le proprietà dei birapporti dei piani di un fascio, e quelle che ac- 
cenneremo dei fasci omografici di piani, si possono dimostrare come 
le proprietà analoghe per le punteggiate o pei fasci di rette; anzi si 
possono ridurre a queste, considerando punteggiate o fasci di rette 
sezioni dei fasci dì piani. 

Se («Py^) = — li ^6 coppie «^ y^ si dicono armoniche. Se inoltre 
Y e t? sono perpendicolari, bisecano i diedri di « e |3. 

G. Dati a |3 ■(-, si può assumere («jS^p) come coordinata (projettiva) 
di p, mentre p varia nel fascio. Se y biseca il diedro a^, la coordinata 

mutata di segno diviene (baricentricct). E se inoltre a e B sono 

" senap ' ' '^ 

perpendicolari tra loro, la coordinata diviene tgPp {tangente). 

■7. Una volta scelto il sistema di coordinate per i piani di un fascio, 
un'equazione qualunque nella coordinata determina tanti piani quante 
sono le site radici reali. Diremo che alle radici imaginarie corrispon- 
dono piani imajinaH; ecc. 
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Gap. IV - § 8, 9 



Fasci di piani oinograflci e iuvolutorì. 

S. Dae fasci di piani, con assi diversi o cou lo stesso a^e, si dicono 
omografici o collineari quando, scelti tre piani a |3 y dell'un fascio 
come corrispondenti a tre piani dati x' ^' •(' dell'altro, si fknno corri- 
spondere due piani variabili p e p' clie determinino con qiielli bi- 
rapporti eguali : {(^^'(p) — (s'^'yp') ; onde segue che a quattro piani 
qualiMique dell'un fascio coìTÌspoììdono quattro piani dell'altro for- 
ma/nti lo stesso birapporto, e che l'equasione dell'omografia in coordinate 
projettive è hiUneare. Se l'omografia è reciproca, si ha luia CTWohtstowe 
((luad/i-atica). 

Una coppia di piani complessi <;onÌiig;a.tÌ può definirsi come un'in- 
voluzione. 

In ogni iìivoluzione di -piani di un fascio (proprio) esiste una coppia 
di piani coniugati perpendicolari. Tali possono e^ere in particolare 
tutte le coppie. 



Forme geoinetriciio di V specie prosisottive e proiettive. 

O. Se due sistemi di punti si corrispondono univocamente, e in 
modo che le rette congiungenti coppie di punti corrispondenti palino 
tutte per uno stesso punto, quei due sistemi si dicono prospettivi mu- 
tuamente e col sistema di quelle rette. In particolare: due ptmteggiate, 
sezioni di wio stesso fascio di rette, sono pì-ospettive ■mutuamente e 
col fascio. 

Due fasci di rette, sezioni di uno stesso fascio di piani, si dicono 
prospettivi mutuamente e col fascio di piani. 

Due fàsci di rette projettanti una stessa punteggiata si dicono pure 
prospettivi. Questa posizioue dei due fasci di rette è identica coila 
■precedente, salvo quando i due fasci hanno comune il centro oppure 
il piano. 

Due fasci di piaui finalmente si dicono ^J'os^eifitt quando progettano 
uno stesso fascio di rette. 

Due forme di 1' specie prospettive sono omografiche; poiché dalla 
definizione del birapporto di quattro elementi di un fascio di rette o di 
piani segue che due quaterne di elementi corrispondenti delle due forme, 
qualunque siano queste, hanno lo stesso birapporto. E si noti che l'ele- 
mento comune alle due forme corrisponde a sé stesso in quell'omogn-atìa. 

Viceversa : se due forme di 1" specie omografiche si dispmtgono m. 
•modo da avere due elementi corrispondenti sovropposti, esse saranno 
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prospettive. Infatti, abbiansi ad esempio due punteggiate omografiche 
ABCD... e A'B'C'D'..., iu ctii i punti corrispondenti A A' coincidano: 
esse saranno sezioni di uno stesso fascio di rette ; poiché i due fasci 
concentrici e omografici tra loro, che progettano le due punteggiate dal 
punto comune alle rette BB' CC, avranno tre elementi uniti (queste 
due rette e quella che passa pel punto A o A') e quindi saranno identici, 

1 0. Date in iin eerto ordine varie forme fondamentali di 1' specie, 
se ciascuna produce la seguente (elemento per elemento) mediante una 
projezione od una sezione, due qualunque di esse si dicono projettive. 
Tali sono, p. es.: tma punteggiata e v.n fascio di piani che la projetti, 
due punteggiate sezioni di un feseìo di piani, due fasci di piani pro- 
gettanti una stessa punteggiata, ecc. 

Due forme di P specie pi-ospettive sono projettive ; ma non vice- 
versa, in generale. 

Due foì-me di i" specie, projettive con una stessa forma, sono pro- 
iettive fra loro. 

Projettive diconsi quelle proprietà che si conservano passando da 
una forma ad una projettiva, nonché quelle quantità che conservano 
lo stesso valore passando da una forma ad una projettiva. P. es,: il 
birapporto di quattro elementi di una fonna di 1" specie è una quan- 
tità projettiva; la relazione di armonia è projettiva; ecc. 

È evidente che due fovvie di 1" specie omonime, se sono projettive, 
sono omografiche. 

Viceversa : due forme di i" specie omonime, se sono omografiche, 
sono proiettive. Infatti, è chiaro primieramente che basta dimostrarlo 
per due fasci di rette abcd—, a'b'c'd'... in uno stesso piano. Se dal 
punto uà' si conducono due rette qualunque in questo piano, esse 
taglieranno rispettivamente quei fàsci in due punteggiate ABCD..., 
A'B'C'D'..., le quali saranno omografiche ed avranno i ponti corrispon- 
denti A A' coincidenti; e quindi saranno prospettive, cioè sezioni di 
uno stesso fascio di rette. I due fasci dati, essendo dunque a loro volta 
prospettivi con questo terzo fàscio, saranno projettivi fra loro. 

Esercizio 1. Estendere al fascio di piani gli esercizi ani fascio di rette (pag. 47). 
Es. 2. Se A B C ... L sodo i vertici di nn poligono (piano o agliembo), e sui 
lati AB BC ... LA son iiresi i punti M N ... E, projettando A B... M N... da 
un punto mediante le rette a b-.. IQ il.--, si ha 

AM BN LE_senani seubu senlr 
BM ■ CN'"AR~senT)m ' Benon ■"seuar ' 
Il 1° membro fu cliiamato rapporto ■molUmskinale da MoBlcrS. 
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Coordiuata proiettive omogenea 
nelle formo geometriclie di 1^ specie. 

1 1 . Sovente, per individTiare ciascun elemento di un sistema o di 
una varietà d'iniliiiti elementi, si fa ixso dei rapporti di alcuni numeri 
ad un altro numero, in modo che ad ogni grappo di valori di questi 
rapporti corrisponda un elemento e viceversa. Allora quel numeri e 
questo si dicono coordinate omogenee di quell'elemento. Coordinate, 
perchè servono ad individuai'e l'elemento; omogenee, perchè moltipli- 
cando questi numeri per uno Stesso numero i Ioto rapporti non si al- 
terano, e però non cessano d'individuare lo stesso elemento ; cosicché, 
dato l'elemento, uon sono detei'minati essi numeri, ma solo i loro mutui 
rapporti. 

Facendo uso di coordinate omogenee, si viene ad introdurre una 
coordinata più del necesaaiuo; ma l'omogeneità e la simmetria che le 
formole acquistano compensano questa complicazione. Che anzi talora, 
per ottenere l'omogeneità e la simmetria, s'introducono due, tre,... co- 
ordinate oltre il necessario ; e allora fta le coordinate bisogna stabilire 
una, due,.,, relazioni fisse omogenee. 

13. Esporremo il più notevole sistema di coordinate omonenee per 
le forme geometriche foodamentali di 1* specie. 

Si è ■visto che in una forma di 1* specie, fissati tre elementi A, A^ B, 
si può assumere come coordinata di un elemento variabile P il doppio 
rapporto detenninato da P coi tre elementi fissi A; Ag B in un ordine 
assegnato, p. es. (AiAjBP). Ora esistono infinite coppie di numeri a;, x^ 
tali che sia x^:x^=^ (A^A^BP) ; e siccome, se M è un elemento asse- 
gnato arbitrario della forma, si ha 

(A^AjBP) = (MAjBP) : (JIA,BP} , 
COSI si può assumere 

X, — (MA^BP) ce^ = (MA,BP} . 

Diremo i due numeri Xi e x^ coordinate projettive omogenee dell'e- 
lemento P rispetto ai tre elementi di riferimento A, A^ B . E scrive- 
remo brevemente P (x^ , x^). 

Per l'elemento fondamentale A, si ha x^=0 e x^ arbitrario ma non 
zero. Per l'altro elemento fondamentale A^ si ha a;^=-0 e x.^ ai'bi- 
trario ma non zero. Per l'elemento unità B , a:, cc^ sono eguali a 1 ; 
e se non si sta all'ultima ipotesi, sono eguali ed arbitrari ma non zero. 
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Se B ò relemento medio (punto medio, retta bisettrice o piano bisct- 
toi'e) fra A, e A^ , aji : at^ è la coordinafa baricentrica, e x^ w.^ sì 
dicono coordinate haricentriche omogenee. 

Se A, è l'elemento all'iufinito nella punteggiata o l'elemento perpen- 
dicolare ad Aj io un fascio, sì ha rispettivamente 

ce, : a^j = AjP : AjB , se^:x^ = tgA^P : tgA^B ; 

e però x^ : x^ diviene rispettivamente l'ascissa di P rispetto ad Aj come 
■ origine e A^B come unitÈi lineare, oppure la coordinata tangente di P 
rispetto ad A^ come origine, divisa per la costante tgAaS (che si riduce 
ad 1 quando B biseca l'angolo A^A,). Allora x^ x^ si dicono coordinate 
ascisse o tangenti omogenee. 
Due elementi P (ic, x^ Q (;/, y^ sono distinti se 

x,:x.,-----y^:y^, o^sm x,ij^ — x^y,r--0^ o anche r' ^' "-.^O. 



1 3. Dati quattro elementi P {x^ x^) Q [y^ y^ E (s, z^ 8 ((, t^) , ab- 
biamo (II, 12} immediatamente le seguenti espressioni del hirappofta: 



(PQES) = 



Le coordinate projettive omogenee d'ogni elemento di una forma 
geometrica dì J" specie possono esprìmersi come funzioni di 1" grado 
ed omogenee delle omonime coordinate di due elementi assegnati; 
vale a dire: dati F(x^x^) Q(ì/i?/2) 5(2, %), sì possono i3eterminare 
due numeri i e [j, tali che sia 

e, = Xx^ -K [i;/, , Sg =- ;.a^2 + \>.y^ . 
Infatti, questa coppia di equazioni lineari non omogenee In X o ]!, 
fornisce una coppia (unica) di valori finiti di X e ;i , essendo 



testo caso la 

1 ^i 
1 ì.x^ -H ii.y^ 


formola test 
^, 1 


ò trovai 

2/2 


x^ 


ottiun 


1 ^1 -H ixy, 




X 
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Inoltre, so S (X'«, + i^'y, , X'iCj -i- ji'j/^) è un altro elemento, di Ila 
(PQES) » (PQEA,) : (PQSA.) --, - |l . Ji : _ & |i , 
onde la relazione 

(PQES) _ 1 ; À ; 
e in particolare, se U è l'elemento di coordinate a^,-!-?/, , «5-1-1/2, 

(PQUE) = X:ii., 
la quale jDrova che 11.: X è coordinata p-ojetliva di E (riferito a P Q U). 
Se la coppia ES separa armonicamente la coppia PQ, sarà -^ =- — -t , 
e però ai potrà assumere ?.'= + X , jj.'--= j^ ji, . 

1 4:. Se a;^ : ajj è coordinata projettlva in una forma di 1" specie, le 
equazioni 



determinano rispettivamente uno o due elementi della forma. Moltipli- 
cate rispettivamente per x^ e x^', queste equazioni divengono 



- bx^ = , aXi^ -i- 2hXiX, 



In generale, ogni equazione omogenea in x^ x^ equivale a una equa- 
zione in x^^.x^, e determina tanti elementi quante radici ha questa. 

Tornando all'equazione di 2" grado, le sue radici sono eguali se 
ac — b^^ 0. Ora questa è anclie la condizione affinchè le due equazioni 
aXi-hbx^^O , bx^-^l-cx2^0 ammettano un medesimo valore di x, : x^ ; 
e aXi^t-bx^, bx^~\-cx^ sono le semiderivate di aXi-\-^bXjX:^-\-cx^ 
rispetto a iCi e iCj , 

Si chiama discriminante della funzione ax^ -t~ 2bxj:o^ -+- cx^ la quan- 
tità ac — li^, ossia il deteiminante ? , che è il risultante delle 
seraiderivate della funzione rispetto alle variabili ar, tCj . 

15. È noto che ogni omografia fra due forme di 1' specie è rap- 
presentata da un'equazione bilineai-e fra le coordinate projettive x^: ic^ 
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Xj : A"j di due elemeati corrispondonti , cioè da un' equazione del tipo 

X, X, x^ Zj 

jSg X^ »j X^ 

e viceversa. Ora quest'equazione può scriversi 
[1] ax^X^ -+- bx,X^ -+- cx^X^ -+- dx^X^ = , 

in cui il 1" membro è una funzione di 1'' grado omogenea così in 
a;, aìj come in X, X, e dicesi bilinem-e in Xi tc^ e Xj X^. Dunque: 
l'equazione di un'omografìa fra due forme geometriche fondamentali 
di 1" specie è costituita dall' annullarsi di una fuìisione Mlineare omo- 
geìiea delle coordinate projeitive omogenee di due elementi corì'ispon- 
denti variabili; e viceversa. 
La [1] porge 

X, _ cX, -+■ dX^ 

x^ «Z, -H bX^ ' 

e quindi dà le altre due equazioni 

[2] VX, = cX, ■+- dX^ VX, ^- — aX^ — bX^ , 

ove V è un numero arbitrario diverso da zero; esse equivalgono alla [1]. 

Queste [2J possono scrìversi 
[3] x^ = «i,Z, -+- «ijXj x^ = «3,Zj -t- «jjZj ; 

il loro sistema costituisce ciò che dicesi una sostituzione lineare omo- 
genea fra a;, cc^ e Zj Z^ , e A=: "" '^ I dicesi determinante o mo- 
dulo della sostituzione. Dunque : un'omografia fra due forme geometriche 
fondam,entaU di i" specie è rappresentata da una sostituzione lineare 
omogenea fra le coordinate projetUve omogenee di due elementi varia- 
bili delle due forme ; e viceversa. 

La sostituzione [3j prova che ai due elementi fondamentali della 1' 
forma con-ispondono nella 2° gli elementi {a^, , — %J {a,^ , — a, J, che 
agli elementi fondamentali della 2' forma corrispondono nella 1" gii 
elementi («,j a^^ («,j «j,) , e che all'elemento unità della 2* forma cor- 
risponde nella 1* l'elemento («h-^Ou "ti-H^a)- 

16. Caso particolare dell'omografia è l'identità. Dunque: le coor- 
dinate proiettive omogenee di uno stesso elemento variabile di una 
forma geometrica fondamentale di 1° specie, riferito a due diverse 
terne di eleìnenti, sono legate da ima sostituzioìie linea/re omogenea, di 
modulo diveì'so da zero. 
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ogni sostituzione lineare di modulo non nullo fra due 
coppie di vnrìahili si può considerare come quella che lega le coordi- 
nate pr&jettive omogenee di un medesimo elemento qualunque di una 
forma di 1" specie Hferito a dite terne di elementi, una delle quali 
è arbitraria. Invero, data la soatituaioue [3] e la terna cui è riferito l'ele- 
mento variabile P (x^ x^) , cerchiamo gli elementi particolari A\ (a^^ a^,) 
A'j («12 «23) B' (a^i -+- CTij a^i -+- a^^) , i quali eon distinti essendo A ---;= , 
e scegliamoli per elementi fondamentali ed unità cni riferire l'elemento 
variabile P'(X^2l5). Allora è chiaro che nell'omografìa espressa dalla 
[3J alle posizioni A'^ A\ B' di P corrisponderanno esse stesse, e però 
l'omografia avrà tre punti uniti, il che non può accadere se non quando 
sì riduce alla identità. 

Inoltre si dimostra (come al e. II § i) che: se un gruppo dì elementi 
della forma è deteì'minato da un'equazione la cui incognita sia coor- 
diìiata projattiva, e se l'equazione ha un grado, conserverà quel grado 
in ogni altro sistema di coordinate precettive. 

E se l'equazione è in coordinate projettive omogenee, sarà omogenea j 

poiché, se i termini sono del tipo ci— j con p ^ « , moltiplicati tutti 
per tCj", divengono del tipo ccc^p x.^"—'', il cui grado è n. 

logcuoo nella pnutoggiatii poasouu 

Lei fiiscìo di rette e di piani con 

8eiiA.P senA.P , ,,^ . 

v .' , »i = y r \» ! ove v e un numero aibitralio rliverso dii zero. 

senAjB 9enA[B 

ì. 2. Per Una elementi P (k, x^) Q (j/, j/j) si ha nella inmteggiata 



» nel fascio di retto o di piani 

„„ senA.B . 



aenAjAj ' y/ \y, ì/i\ ' 

Es. 3. Dati due elementi di una forma di 1" specie mediante le eq^uazioni 
ax, -^ bx^ •= , n'ic, + b'x^ =^ , ogni altro elemento sarà datn da n 
combinazione lineare di esso, cioè ilei tipo X(as!^~i-lix^)-'^ {/■(ax^-i-b'x^) = 
ove X M sono anche coordinate projettive omogenee nella forma. 

Es. ^. Il lìirapporto di 4 elementi dati Ha ax^-^-bX2 = , ax, 4- b'^, = 0, 
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CAPITOT.O V. 

Teorie ausiliarie^ 



Riduzione di un sistema di equazioni lineari. 

§ 1. Con mn quantità come elementi sìa costituita una nutrice di 
m orizzontali ed n verticali : 



[1] 



e si cliiamìno determinanti di ordine p di questa matrice tutti i de- 
terminanti formati dagli elementi comuni a p orizzontali e jj verticali 
qualunque di essa. La matrice si dirà avere la caratteristica p, ae non 
Bon nulli tutti i suoi determinanti di ordine p^ ma son nulli tutti i suoi 
determinanti di ordine ^ -H 1. In tal caso saranno nulli anelie tutti i 
suoi determinanti di ordine ^j -f- 2 (visto che ai possono sviluppare ia 
ftinzioni lineari omogenee di quelli di ordine p -(- 1), e similmente sa- 
ranno nulli tutti i determinanti di ordine j) -(- 3, e cosi via. 

Consideriamo n vai'iabili ccj x^ ... x„ . Siano ^i ... y,,, m funzioni lineari 
(cioè di 1" grado) ed omogenee di esse, e precisamente 

Sia }) la caratteristica delia matrice [1], e non sìa nullo il determi- 
nante d'ordine p 



J II 1 nt 1 t lo It t u 1 1 m t n 11 1 

della C ometr a analit a Em p es ppone 1 piite eie ta e lell teo 
(lete m nauti n la sua apih az one ali laoliz one dinn s sterna I equae 
lineari ffa altcettaute inoognite mcluso il caso (li eqnaz on omogenee 
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Gap. V - § 1 
= l, 2,...,ni^p: il determinante d'ordine p-h\ 



«j)+j,i 



«Jl+S,p <^p+S,: 



è iiTillo per r—1. '2,...,p (poiché allora ba l'ultima verticale identica 
a una delle precedeatì), ed è nullo anche per f=^-i-l,p+2,..., n (dietro 
l'ipotesi fatta) ; cosicché, moltiplicando gli elementi dell'ultima verticale 
per a^r , prendendo successi vamen te r^l,2,...,n, e poi sommando, 
avremo identicamente (cioè per ogni valore di x^ x^ ... x.^) 



Sviluppando secondo l'ultima verticale, ed osservando che i 
nante [3] coefficiente di yp+-s non è nullo, otterremo 



[5] Vp+i = l,i yi -H Xs2 Vi - 



-XspVp (ove s^l, 2,...., 



-j»); 



onde ì/p+f sarà funzione lineare omogenea delle ^, ...yit . 

Or io dico che, per ogni sistema di valori attribuiti a Xp+t ...x,^, 
esiste imo ed un sol sistema di valori di x^ ...Xp , i quali sono fun- 
zioni lineari omogenee di Xp+i ...x„, e insieme coi valori attribuiti 
arbitrariamente a queste soddisfanno le equazioni j/j = 0,...,)/p =0 . 
Infatti, in queste equaziooi assumendo come incognite a;, ... Xp e come 
termini noti ai_p+iXp+i-{-..,-ha\„xn,:.,(ip,p+iXp+ì-t-...-\-cijmXa , stan- 
techè il determinante [3] dei coefficienti delle incognite non è nullo, 
esiste un sistema di valori delle incognite che soddisfa le dette equa- 
zioni ; e qurati valori sono funzioni lineari omogenee dei termini noti, 
e quindi anche di Xp+\,...,x^. 

Ciò posto, la [5] mostra che i valori di x^ ... »?„ soddisfacenti le equa- 
zioni y^ ^0,.,.,i/p = soddisfanno anche la ^p+s = 0pers=l,2,...,m^p, 
vale a dire sono le soluzioni del sistema di equazioni 
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La dipendenza della equazione ì/jh-j = dalle i/i^O ,...,yp =0 si può 
esprirauro anche dicendo che per tutti i possibili valori di Xp+i ... x^ ò 

p ai.p+^ ie,.^ì-i-...-+ai„a)n 



«ii-h». 



a,p+s,p «p+5,!>-t-i a-'j)+i-l-.-.-i-Cj)+s,' 



e quindi devono annullarsi i singoli determinanti d'ordine p h- 1 che 
qui fanno da coefficienti di Xp+i ... Xp , e che sono in numero di n — p. 
Siccome s = l,...,m~p, cosi avremo da annullare (jì— p){m— ^) 
determinanti d'ordine j? -h 1 . 

Bisogna poi osservare che in ciascuno di questi determinanti figura 
tm elemento che non figura negli altri ; p, e. Up+s.p-t-r figura solo nel 
coefBciente di ic^+r nel determinante [7]. 

Riepilogando : 

Affinchè il sistema [6] di m equazioni lineari omogenee con n inco- 
gnite si riduca a uti sistèma di p equazioni indipendenti, è necessario 
e sufficiente che la matrice [1] dei coefficienti delle m equazioni abbia 
la caratteristica p. Precisamente : se un determinante di ordine p 
della matrice non è nullo, le p incognite aventi gl'indici delle verticali 
di questo determinante sono funzioni linea/ri omogenee delle altre n~p 
incognite, che sono arbitrarie; e le p equazioni aventi gl'indici delle 
orizzontali del medesimo determinante sono indipendenti, mentre i 
primi membri delle altre m— jj sono funzioni lineari omogenee dei 
primi membì'i di esse. 

Inoltre : Affinchè una matrice di m orizzontali ed n verticali abbia 
la caratteristica p, è necessario e sufficiente che noìi siano nulli ttitti 
i suoi determinanti di ordine p e che siano nulli {m—p] [n—p) dei 
suoi determinanti di ordine p-\-l. Precisamente: scelto nella matrice %in 
determinante di oì-dine p e non nullo, gli si aggiii/nga una oriz- 
zontale ed una verticale^ appartenenti rispettivamente alle due matrici 
parziali formate da quelle orizzontali o veì'ticali della proposta ma- 
trice che han contribuito al determinante prescelto, nonché l'elemento 
comune alle loì-o omologhe n^lla proposta ; e cosi si avranno {m — p) . 
(n^p) determinanti d'ordine p-hl convenienti. 

3. Si danno dei casi in cui il numcTO dei determinanti che è suffi- 
ciente annullare si abbassa. 

Consideriamo prima il caso clie la matrice [IJ rappresenti un deter- 
minante simmetrico (vale a dire m=-n e ai,i=a,h): allora uno stesso 
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determinante potrà comparire due volte (con le orizzontali e le verticali 
scambiate fra loro), e quindi dovrà esser contato ima sola volta,. 

Cosi, se p^n—2, basterà annullare quattro determinanti di ordine 
n — 1, due complementari di elementi di una orizzontile e due di 
un'alti'a ; e queste orizzontali siano la /i""* e la i"". Scegliendo il sud- 
determinante complementare di «/i, fra i due primi e quello di ajh fra 
gli altri due, e notando che attualmente essi sono eguali, abbiamo da 
annullare tre determinanti. 

Del pari, se jy-^u—Z, basterà scegliere tre orizzontali e sopprimerne 
due per volta, e così pure scegliere tre verticali e sopprimerne due 
per volta , per formare i nove determinanti di ordine n — 2 da annullai'e. 
Ora, se si scelgono le verticali omologhe alle orizzontali, questi deter- 
minanti si riducono a sei distinti. 

Consideriamo inoltre, il caso che sia m~n — 1 , p=-n — 3 e aM=aih 
per ft e z minori di n. Allora si hanno da annullare sei determinanti 
di ordine n—2 ; ma è facile scorgere che la scelta si può fai'e in guisa 
che due di essi riescano eguali, e per& il numero si riduce a cinque. 

Sostituzioni lineari. 

3. Se due gruppi di n vai'iabili x^ x^ ... x.^, À', X^ ... X,, sono 
le§:ati da uu sistema di n equazioni del tipo 



1-,..+nj„X„-i-a^ 
a;5=«2[Xj-i-ffli,jZ2-(-,..-*-aj^„-i-ag 

i«,t=a»i-^i-l-a„gXj-+-...H-a„„Zj,H-0!„ , 



queste costituiscono una sostituzione lineare, 



è il determinante o modulo di essa. 

Se ^=!=0, le equazioni [Ij, risolute rispetto a X, X^ ... Z^, , forni- 
scono le altre n equazioni 












^.-^'(«.-..)-^^(., 
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in cui Ars indica il sub determinante o minore complementare di a j 
in A. 

IjQ [2J costituiscono la sostituzione lineare inversa della primitiva. 



1 Ai ■ Al 

Il suo modalo ò — . 

^" ^i„ . A,„ 




= A-'. E la sua inversa è 


la primitiva. 






È cliiaro che fra i gruppi a?, : 


C; ... X^ 


, X, Zo ... X^ la corrispon- 


deuza è iinivoca. 







4 . Una sostitazione lineare è omo(/enea qimndo non ha termini in- 
dipendenti dalle variabili, cioè quando è del tipo 

[3J X,. = a,i Xi ^ ars X^^ ... ^- a™ic„ {r = \, 2, ..., n) ■ 

allora omogenea sarà pure la sua inversa 

[4] Xr. = ^ x,-i~^x,-i- ...^^x^ (r^l, 2,..., n) . 

Fra le variabili x^ x^ ... x^ e Z[ X^ ... A'„ si ponga la sostituzione 
lin&ire omogenea [3]; siano poi u, u^ ■.. "«„, U^^ U^ ... U,^ altri due 
gruppi di n variabili, e pongasi la relazione 

[5] i(,x,H-%3;j-+-...+ M„tc„= U^X,^U^X^-^...^ U„X„. 

Allora si ha 

^i^x^■-\-UiX^-^-...~|-u„Xn^uJa^,X|--^-...'^ai^X,,)-ì-..,-^-^lJ^a„^X^-h...-+^t„nXn) 

e quindi sarà 

[6J Ur = airUi +<Tar«2 +...-(- ««!■ «fi! (''=lj2, ■.., n) . 

Questa è wna nuova sostituzione lineare omogenea, e il suo modulo è A. 
La sua inversa è 

"' «' = 7^'-T'^--t^ «•-.^-•"■)^ 

qu^ta dicesi contraria della primitiva [3] , e 11 suo modulo è A-~\ La 
sua contraria è la primitiva [3]. 

Contrarie sono anche la [4] e la [6J. 

Si dicono cogredienti due gruppi di variabili, quando sì sottopongono 
ad una medesima sostituzione lineare omogenea ; contragredlenti, quando 
si sottopongooo a due sostituzioni contrarie, come qui le aj^ ... e le u^ ... 
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Se il modulo di una Bostitnziono lineìire omogenea è nu determi oaEte 
simmetrico (cioè se «rs^Wsr), allora tale risulta ancliè il niodiilo della 
sostituzione inversa (che Ara=Asr), e questa coincide conia contraria. 

Se una prima sostituzione lineare omogenea trasfonna un primo 
grappo di variabili in un secondo, e un'altra trasforma questo in un 
terzo, sarà facile formare una sostituzione lineare omogenea che trasfonni 
il primo gruppo nel terzo. Questa si dirà prodotto delle due date so- 
stituzioni. 

5, "Una sostituzione lineare omogenea dicesi oftoyonale, se soddisfa 
la condizione 
[-8] Xi^+cc/-f-...-Fie^' = X^'-+-X^^^...-\-XJ. 

Sostituendo nulla [8] a x^ ... le espressioni date dalla [li], si trova 
facilmente 

[9] fl!r^+n2,'-i-...-(-n)i(-'^l airnis-l-«2j«2s-l--..-!-«j»«iis=0 

e queste condizioni sono necessarie e sufficienti perchè la sostituzione 
sia ortogonale. 

Siccome ora si vuole che, quando u^... divengono x^..., anche E7j ... 
divengano X^..., così la sostituzione inversa della [3] deve coincidere 
con la [6], e quindi sarà 

[10] Xy = «1, Xi ■+■ aìrXì H-... ■+- a„rcc,. {r=l, 2, ..., ii) . 

Sostituendo nella [8] a X, ... le espressioni date dalla [lOJ, si trova 

[11] flrl^-+-ar2^-Ì-...-)-arn"=l , «,I«sl-l-«i2«,2-i-...-H«™OsJi=0 (^^=8) . 

Coincidendo la [4] con la [9], si ha A-^=A, ossia ^^=1, onde 

[12j A^±l, 

e inoltro 

[13] Ar, = ±ar^ (7-,s=1,2,...,k). 



u'bitrarì, e gli altri ne 

dipenderanno. 

Se una sostituzione è ortogonale, anche la sua contraria è ortogonale, 
cioè si ha 
[14] M,^-Mi/+...-f-w,.^ = E7,'+f7/-(-...--^-ì7„^ 
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EsEiioizio 1. Il l'i'odotto (lui moduli di due «ostitu/.imiì 
igaiilu ili mudiilu dulia sustìtuzioiu; prodotto di osse, 
avtcjgouiili; si ha 



Forme algebriche (luadraticlie. 

O. Una funzione algebrica razionale intera omogenea di una o piti 
variabili (osaia un monomio o un polinomio omogeneo nelle variabili} 
dicesi foì-ma algebrica di quelle variabili. 

Secondo che le variabili sono due, tre, quattro, ,.., la forma dicesi 
binaria, ternaria, quatérnaHa, ... E secondo che il grado suo nelle 
variabili 6 uno, due, tre,..,, la forma dicesi lineare, quadratica, cvèica,,.. 
P. es. (Kc 6 una forma lineare di x ; 

ax^-+■hx^ è una forma lineare binaria di ic, et x^; 

oriXi -+- «rsA'a -t-...-1- «rji-2'rt è uua forma lineare di ,Y, X^ ...A'„ ; 

ax^^-i-2bx^x^-+•cx2^ è una forma quadratica binaria di x^ e x^ ; 

x^^-t-Xi^~h...'+'Xj è una particolare forma quadratica di x, w^...x„ . 

Siano x^ x^ ... a;,, le variabili, e sia uua forma quadratica genei'ale 



f (a;) = {{x^x^...x^) =- «^,iCi^-(-.,.-h a^„xJ-h2a^jX,x^ ■+ ...-1-2ffl„ , 
= lakpXhX,, (h ,i)=l, '2,...,n ; (1.11,,--= «r-r) ■ 

Le semiderivate di questa fuoziotiu ri3|jetlo ad .j,', .';. ... x„, 
segruenti forme lineari : 

f,(a;) = ¥^{x^x^...x^^=a^^x^-+a^.^Xf-{ ...-i-fl^„fl.'„ 
f /^.j ;^ f f-j. ^ __^^ )=^ffl X -^ a X -(-... -+-(j X 

in breve 

fft (x) ^ iu (^i.L';.,.9;„) ■■=- cf/,1 xi -^-«)t-2a;;-^-,..-l- au,i.Xi, =.- S «f,, 

V 

È facile verificare l'identità (teorema di Eulero) 
[Il f{x) = xSS'^)'\-x^ilx) -F.,.-f- xJJ^x) . 
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T. Coi coefficienti di x^ x 
il determinaute simmetrico 



Gap. V - § 7, 8 

nello semi (.lori va te di f(x) 



che diccsi discHrainante di i{x). 

Indicliiamo con Ahp il subdeterminante o minore complementare di 
ahp in A ; sicché Ahp=Aj,h ■ 

Moltiplicando gli elementi di una liney, di A pei- i subdeterminanti 
complementari di essi, ovvero per quelli degli omologhi elementi di 
una lìnea parallela, si hanno ra^ relazioni, compendiate nelle due 






fl/,1 Ahi - 



■ n/,2 .d.fts -+- ... 



- flft,, Ahn = A , 

(/i,fc=l,2,..,,H; lì^',--k), 



ov'è lecito invertire i due indici. 

Inoltre, indicando con hkl...m, pqr...t due permutazioni (distinte o no) 
di 1 2 3 ... n, sono note le relazioni compendiate nelle seguenti : 

Aiiq Akr ■ Ala I 

Ah Air . An I 



A^, 
A-i^ 


A il 


Ai^ 

A,,„ 


, A-'-'ai,p- 


=± 


^,M 


À-^i 


A.,,., 






4" 


^ ahp 


ahq 


Alr 

= ± ■ 


. Al 




mp 


a,, 


A.n, 


'. A,„ 



qui bisogna prendere il -i- o il — secondo che le due permutazioni 
sono della stessa elasse o dì elasse diversa. 
Si noti che ^i^ è il discriminante della forma f(Oa!j ... x,,), e cosi via. 

8. Sia A-.^O, e si ponga la sostituzione lineare omogenea fra li; 
x^ x^ ... x,„ ed altrettante nuove variabili is, u.^ ... u,^: 



[5] u, 

onde, per la [1], 

[6] x,u, + x,u, - 

La sostituzione inversa sarà 



= ir' ix) ; 



f(x-). 



-AnkU,,). 



yGoosle 



Gap. V - § 8 
Ciò posto, si costruisca la forma quadratica 



= 2 Ahp Uh Up = - 



che diceai reciproca od aggiunta rispetto alla proposta {{x). 

Le semiderivate di F (u) sono le forine lineari compendiate nella 

Fft (m) = F(, {u,u^...u,,) = Aui in -i- A,rì u-i -H...+ Ai;„ u„ --= S Akp u,, 

od aaclic 



ì il discriminante vale A" '. 
La sostituzione [7] allora può scriversi 



siccliè confrontando con la [6] risulta 

LlOl ìP(u}=A{{ 

od altrimenti 



[Ili 



f(x) = - 



(x),...,i-Ax)[ 



È imìx>rtante osservare che, se si costruisce la forma reciproca di 
F()t) adoperando per variabili x^ ce, ... a^„j si trova (grazie alle [4J) 
A{{x); vale a dire che si riproduce f (a,') , solo moltiplicata pel suo 
discriminante A. 

Si osservi anclie che dalle [G] e [7], eliminando », Wj ... u,^ , si ricava 
l'identità 



1 



[12 



,■!,, 



Al., 



1 J-\. A^, . A^ 
.he si può del resto voi'ificare con lo sviluppo. 
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O. Accanto alia l'orma t'(x) si presenta la scgncnle forma biliiiciLi'c 
li ic, X., ... x„ e x\ x\ ... a!'„, che dicesi emanante polare di {{x): 

<■ (5) ~ ' (?,?.■'.:.?:.') - "1 '' '""■> -^ "' '• <^' *■•■+ "'- ''• <'''> 

ìli ò (iliiaro che 
Dui Ilari, aiiuaiito !t F('() si preaiiita lìt t'orina biliiieare 



IO. Il disdrimiiiaoLe ^ ò il risultante delle semiderivate di t'(ii') , 
vale a dire che il suo anuallarsi è coadizione nece^aria o sufficiente 
affinchè le equazioni f[ (a;) = , 4 (^) = "^ ! ■■■! 4 (''^) ^ ^ abbiano una 
soluzione comune. 

La teoria delle equazioni lineari insegna che, se la caratterini icu 
del detenninante A è vi— 1 (vale a dire: se è nullo A, ma non sono nulli 
tutti i suoi eubdeterminanti d'ordine n—l), le n equazioni l'|(a;) = 0, 
fj(a;) = 0, ..., f^(ic) = si riducono ad n— 1 indipendenti ed hanno 
una soluzione comune 

riSj x, = XA,d , x^^kAhi ,..., x.„ = \Ai,.n, 

ove X è un numero arbitrario non zero. Diciamo it)!« soluzione; poiclit 
non consideriamo come distìnte due soluzioni quando i valori che le 
costituiscono sono proporzionali, ossia quando diiferiacono per un me- 
desimo fattore arbitraiio non nullo. l'I si noli che può scriversi anche 

ri-1] x.^Xl'T,, , ,;u.= X'ÌZ"; ,.,., x., = rl'/C , 

dando ai radicali segni couvcniunli. 
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Se poi la cai-atteriatica del discriminante A è n—n\ allora le equa- 
zioni f, (a;) = , fa (x) = ,..., f„ {x) = si riducono a ìi—n' indipen- 
denti, e si possono esprimere le x^ x^ ... x„ soddisfacenti ad esse come 
forme lineari di n' variabili. Allora inoltre n—n' delle semiderivate 
f^ {x) ,..., f„ (a;) sono indipendenti, e le rimanenti n sono funzioni lineari 
omogenee di esse. I,a [11] mostra in coasegaenza che £{x) si riduce 
a una fomìa quadratrica di n—n' variabili, cioè delle n—n' semideri- 
vate indipendenti. 

Se la caratteristica di .4 è «—1, risulta 

[15] P (u) = ~ { Fi, (u) ] '=(u, K^ -I- ». l'^ -+'--^ >*. 1^^)' ; 

poiché in tale ipotesi è Ai,k App ^^ A''i,p , Am, Ap,^ = Ahp Ai„, , delle quali 
la 1= prova che (non emendo nulli tutti gli Ai,p) non son nulli tutti 
gli Ahh, e la 1" con la 2' mostra che gli sviluppi dei quadrati nella 
[15] riproducono F(m). 

Se poi la caratteristica di 4 è inferiore ad n—l, risulta F {u) identi- 
camente nulla; poiché allora gli Ahp son tutti nulli. 

II. Sia dato un sistema di una o piii forme alg^ebriche delle variabili 
x^ «, ... tc„ , 6 si sottopongano le variabili ad una sostituzione lineare 
omogenea di modulo non nullo, esprimendole così mediante nuove va- 
riabili Xj X^ ... X„. Allora le forme date si trasforraeramio in alU'et- 
tante forme delle nuove vai'iabili Xj X ... X„, le quali forme si diranno 
equivalenti alle date.. Le nuove forme saranno dei medesimi gradi 
delle primitive; poiché è evidente (II, 4) che i gradi non possono 
aumentare per la fatta scetituzione; e se potessero diminuire, ritornando 
poi alle forme primitive con la sostituzione inversa, essi dovrebbero 
aumentare, il che è impossibile. 

81 consideri una funzione omogenea delle variabili x^ ... x„ ed omo- 
genea dei coeflìcienti di ciascuna delle forme primitive. Indi si sosti- 
tuiscano in essa rispettivamente le nuove variabili X^ X^ ... X„ e i 
coefaeienti delle nuove forme. Se la nuova funzione risulta eguale alla pri- 
mitiva moltiplicata per una potenza del modulo della sostituzione lineare, 
si dirk che la primitiva funzione ha la proprietà invariantiva rispetto 
al dato sistema di forme; e precisamente, si dirà invaì-iante se contiene 
solo i coefficienti e non le variabili, covariante se contiene anche le 
variabili. L'esponente della potenza del modulo diceai indice. 

Se l'indice è zero, la funzione, non muta valore, e si dice invariante 
o covariante assoluto. P. e. le forme date sono covarianti assoluti. 

Nelle fonne date e nella funzione considerata possono figurare oltre 
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le x^ Xa ... x„ aitri gruppi di variabili cogredieiiti ad esse; anchcj 
allora la funzione dicesi covariante. 

Nelle fonne date e nella funzione considerata possono flgnrare anche 
gnippi di variabili contragredienti a x, x^ ... x„. Allora la funzione 
si chiama contravariante se contiene soltanto variabili contragredientì 
a x^ x^ ... Xn , forma intermedia se contiene variabili cogredienti e 
contragredientì insieme, P, e. a;^i^[ -(- a^jifj -(-...-(- a3„u„ è forma inter- 
media d'indice zero. 

13. Una forma quadratica, che contenga solo i quadrati delle n 
variabili, dicesi cmionica. È un problema importante quello di cercare 
io sostituzioni lineari riducenti una data forma a canonica; tali sosti- 
tuzioni, dovendo render nulli — - — coefficienti della forma, presen- 



-1) n{n^l) 



coefficienti arbitrari. 



Ma noi vogliamo ora dimostrare la cosidetta legge d'iv^-zia delle 
forme quadratiche, consistente nel teorema : in tutte le forme canoniche 
equivalenti ad una medesima form,a quadratica è costante il nnm&ro 
dei coefficienti positivi e quello dei negativi, supposti reali i cociliciontl 
delle forme e delle sostituzioni. 

Abbiasi 



I Z| ... forme lineari di x^ ..., e queste di Y^ ..., s 
forme lineari di Y^ ...; e per ogni gruppo di valori di Y 
l'eguaglianza 

a,x;' -K.„-h a.,X.: = ?), Y^' -(-...+ b,,YJ . 

Ora siano |i , v i numeri dei coefficienti negativi nei due membri, 
e si supponga |i. > v . Dando il valore alle v variabili che nel 2" 
membro hanno coefficiente negativo, restano nei due membri n—v fl-a 
le variabili F, ...; e siccome n — v supera n — \y , numero dei termini 
che nel 1° membro hanno coefficiente positivo, così sarà possibile as- 
segnare a quelle n — v variabili valori che annuliino tutti cotesti ter- 
mini; quindi risulterà una somma di numeri negativi eguale ad una 
somma di numeri positivi, il che è assurdo. Dunque non è ji >• v . 
Analogamente non è v > |i . In conseguenza sarà p. = v , 

In particolare : se una forma quadratica è essensialmente positiva 
o negativa (cioè sempre pcsitiva o sempre negativa per tutti i valori 
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71 



reali delle variabili), ogni forma canonica equivalente ad essa avrà 
tutu i coefficienti positiì/i o tutti negativi. 

È facile provare clie la forma reciproca di una forma qtiadratica 
canonica è anche canonica. Poiché, se 

{(x) = a,w,''-^...-^'a„xJ, 

si ha y1 ^«,«^ ...«„, ^],i=«j«3 ... rt„, 4j2=-rt,r<^ ...«,.,„., .4/,^ = 
por à---jj , e quindi 

l'(«)-<!,...»..(^-|-V... + ^!-') . 

1 3. Accenniamo un procedimento per ridnrre a forma canonica uua 
forma quadratica f (ai). 
Sottraendo f, (a;)* da a^^ f (a;) si ha 



a,,f{x)-t,{xy = {a^,a 



- 2 («ii(X;3 — «is^is) ''^^a- 



il 2" membro è tina forma quadratica <M n—1 variabili, 'f(x^Xy..x,,), 
che darà analogamente 

(«n «js — «i/) 9 (x^ ... a:,,) — tpj (x^ ... ic„)' = f (% ... x^) ; 

e cosi via, finché si giungerà a un monomio kx,,-. Allora è agevole 
vedere che, se «j.^-O, a^^ai^ — a,^'~.-0 ,..., si ottuiT.ì. da ultimo un 
risultato del tipo 



vale a dire si ha i(x) ridotta a forma canonica. 

Lii teoria dello forme algeliriehe ripete i» sua oiigiiio ila Lagì-angc (173S-1S1S), 
Oaii«a (1771-1855), Soole, e i principali progressi da Cagleij, SyUoiter, Heratite, 
Briosoki, Arovlwlà, Clebaàli, Gordan, eco. La logge d'ìueiv-ia rtellc forme quadra 
tiolie fu osservata da Jacobi e Sylseetei: 

X, . .1 



Es. 2, Se i(h = fi, («) , u'h = fi, (x) , 
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f(ai) 


f,(«) 


1» 


V (M) F,(it 


. P.{«) 


',(") 


"u 


■ **'" -- , 


!',(■') -in 


. -^1. 


f.(*) 


«.» 


"... 


l'\/'0 -'Li 


- A.,„ 


So la cai' 


tt,vi.li 


, ,li J I, „-.', M 1 


„■, ,„i,|.,ii.. 





±\iM-) 



li! 



hi. 



lui 



1 ili -1 



nabih m iltittt.intt toimo luieiu, il ilotounii Lauto dei cotlìiLieiLti ilollo (|'i"!i 
i„inle il (letprjmiinnte dei coeffloienti delle toiuie piiuutne miiltipln xtii pil 
modulo dcitrv '.ostLtii^ioiio ulta. i munti il riaultiute di pili ioiiim liui-iii di ni 
trcttiiiitc Miiuiliili e mi irnarianto d'indice niio 

Ti fi TTii i <(>stitii/inno liueiro omogLueft tiisiorma uni lornm finidtitin iii 
im iltit il Olii di 3'' ninni iute ^ eguali, il (liSLiiiiiiinntc dtUii pniu lun inoUipli 
cito pir il quiiditito di 1 inmlnlo della sostitii/imo, tss % il d l'eoli min xiitc <. un 
nuaniiitc d mdnH dnn Quindi il «no scolio e porminentn 

I.S 7 Sh, uhi sDstitu/ioiie lineine omogenea tiasfoiina li follila qmdi'ttiL.a 



1(0 mi 



1, 8 F(„) !'(;) 
i loro MOpim Homi pei in. 



(A ), ti i-ifoiiui r\ u/ niidio li t 
Biinoci, LdiLUti O iltiimc 
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CAPITOT.O VI. 

Piano punteggiato. 

Vettori. 

S.i. Un S(ig;inc,iito di retta, del quale sì consideriao ]a grandezza 
(lunghezza), la direzione (cli'è quella della retta su cui esso giace), e 
il senso verso (ch'è quello del movimento di un punto cbe descrivo 
il segmento andando da ano all'altro dei suoi due punti estreini), Io 
chiameremo (seg:uendo la denominazione (leirilAMn,TON)uu vcMoce. l^i 
sua origine Ò quello dei suoi due punti (Stremi, dal quale a'imagina 
partire il punto che descrive il segmento per il suo senso; l'altro 
estremo ne è il termine. Un vettore si rappi-esenta in figura mediante 
il segmento di retta che va dalla sua origine al suo termine, accom- 
pagnato da un segno (una fi^ccia) che ne indichi il senso ; e si suole 
indicare, o con una sola lettera, ovvero scrivendo l'una di seguito al- 
l'altra le due lettere che ne indicano l'origine e il termine e sovrappo- 
nendo ad esse un tratto. 

Un vettore sarà considerato come positivo o negativo, secondo che il 
suo senso è positivo o negativo sulla retta cui appartiene. 

Due vettori H diremo eguali {equipollenti secondo Bellavitis), quando 
hanno la stessa grandezza, la stessa direzione e lo stesso senso; poiché 
allora li sostituiremo l'uno all'altro nelle considerazioni che intendiamo 
fare. 

Due vettori li diremo invece opposti, se, essendo paralleli ed avendo 
la stessa grandezza e direzione, hanno sensi opposti. Il vettore opposto 
ad un vettore il lo indicheremo con — v- , conforme allo convenzioni 
f^tte sui segni. 

Chiameremo complanari più vettori, (iii:uido sono paralleli ;ul iiiiu 
stesso piano o i\'i contenuti. 
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S. / vetton, projezioni di vettori eguali sit una stessa direzione e 

secondo una stessa giacitura (o, iu particolare, secondo Uìia stessa di- 

rezione), sono vettori eguali. Poiché, se i vettori egnali OA, Ò'A' ai 

projettaao secondo una giacitiira (o direziono) assegnata snlle rette paraì- 

A lele X x' passanti per e 0', e siano OB O'B' 

^-^l le loro proiezioni, sarà il piano Ax pai'allelo (o iden- 

.- ^ j tico) al piano A'x', e quindi la retta AB parallela a 

'^ " A'B' ; e perù i triangoli AOB A'O'B' avranno angoli 

^^ Lfenili, oltic ad avere i lati OA O'A' eguali ; e. 
^- ^ I quindi a\nnao pure ÒB = 0'B'. Ora ciò basta 
" " per concludere in generale secondo l'enunciato. 

Più generalmente 9/' duo vettori hanno la stessa direzione, le loì-o 
pì'iyjezioìii su una iteisa dti ezinne e secondo una stessa giacitura (op- 
pure direzione) sono vettori propwsionali (in grandezza e segno) ai dati 
vettori. Poiché, se nel ragionamento che precede si prescinde dall'ipotesi 
che OA O'A' siano eguali, restando tuttavia nella stessa direzione, i dne 
triangoli CAB O'A'B' hanno i lati proporaionali, ossia OB; 0'B'=OA: O'A'; 
e poiché inoltre è facile vedere che queste proporzioni sussistono anche 
tenuto conto dei segni dei singoli vettori, 

"i. Siano a e 1) duo vettori qualunque. Da un punto arbitrai'io 
dello spazio si tiri il vettore OM = a , e per l'estremità M di esso il 
vettore MN = ìt. Il vettoi'e ON , che va da al termine N della spez- 
zata OMN, si dice somma dei due vettori a b, 
e si indica con a-l-ì>. 

Le infinite somme che si possono ottenere con ■ 
due vettori sono vettori eguali, appartenendo a , 
triangoli eguali. 

La somma di due vettori gode la propHetà 
commutativa, cioè 

a.)-b = lf-ha. [1] 

In vero, se oltre a tirare da il vettore ÒM = a e da M il vet- 
tore MN = 1) , si tira OP — b , risulta PN = OM (come iati opposti 
di un parallelogrammo), e quindi PN = a ; sicché 0N=0P-i-PN=b-i-a ; 
dunque è dimostrato che 

a-t-b ^li-t-a . 

Oontemporane:t,menle, è dimostrato che la somma di due vettori è 
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il vettore rappresentato dalla diagonale del parallelogrammo avente 
per due lati consecutivi vettori eguali ai due vettori dati. 




4. Dati più vettori in numero fluito a^ a^ a^ ... a^., a,,, si consi- 
deri un vettore somma dei primi due a^ Bj , poi un vettore somma 
di questo vettoi-e somma e del terzo a^ i ^ 
proseguasi flncliè si siano esauriti tutti i vettori 
dati; l'ultimo vettore ottenuto come somma 
dirà somma dei vettori dati, e si indicherà con 
a, -f-a^-i-... -i-a„. L'operazione del cercare la 
somma di piti vettori si cliiama addisioney e i 
dati vettori si chiamano addendi. 

Preso un punto qualunque , si costruisca 
OAi=ai e A,A3=a5, onde 0A2=a,-i-aB ; indi 
AjAj = ag , onde ÒA^=OA^-i-A^ = (ai+a,) -1-83 = 81 H-aj-i-aa ;... ; 
0A^=0A„-[-(-a„=(!ii-t-aj-i-...-i-»„-J-+-»„=ai-t-a3-+-...H-a„-i-i-a„ . 

Ma, per ottenere il vettore 0A„ , si può fare a meno di costraire i 
vettori OAj ... 0A„_, ; bastando c<Btruire soltanto la Jinea poligo- 
nale OAiAjAj ... A„_, A„, i cui lati successivi siano vettori eguali ai 
vettori dati, e poi tirare OA,j . 

Si ha così una costruzione identica a quella che si fa in Meccanica 
per comporre più forze; la costruzione della poligonale delle forse. 
Per tale ragione, un vettore somma di più vettori si dice anche loro 
risultante, e ì vettori stessi si dicono componenti di esso. L'addizione 
può dirsi quindi anche composizione dei vettori; e, ae un vettore è 
somma di altri, può dirsi decomposto in essi. Decomposizione di un 
vettore è l'operazione di cercare altri vettori, dei quali esso sia somma. 
È chiaro che tutti i vetton somme degli stessi vettoì-i, di vettori 
eguali, sono eguali. 

i di tre vettori gode la proprietà associativa, cioè 



(a,- 



1.;) -I- a, = a, -'r- la.; n-aj . 



[21 



In vero, dei tre vettori a^ a^ a^ si è trovata la somma tirando 
OA^^^a,, AiA; = a3, A^A^ == 83 , onde (a, -i-aj) -t- a, ^OA^ ; ora 
Jis-t-ag = AiAj-f-AjAj = A.Aj , e però a;-i-(as-+-aO=ÒAi-i-A,A3=OA^ ; 
d'onde la proprietà enunciata. 

Valendo per la somma dei vettori la proprietà commutativa e l'as- 
sociativa, varranno anche tutte le proprietà (analoghe a quelle della 
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somma di più numeri interi) clie poggiano iinicamente an queste due. 
Così : la somma di quanti si voglicmo vettori è indipendente dall'ordine 
di essi. 

Ancora : nel sontma/i'e più vettori, a •piii di essi si potrà sostituire 
la loro somma ; e viceversa : si potranno invece di uno piti di essi 
introdm-re altri, dei quali quelli siano rispettivamente somme. E 
eoa via. 

Il caso particolare piti semplice dell'addizione, dopo quello già esami- 
nato in cui i vettori addendi sono due, è quando sono tre. È facile 
vedere che, se tre vettori non sono complanari, il vettori somma o 
insultante ìì diagonale di tm parallelepipedo avente t/i-e spigoli eguali 
ai tre addendi o com,ponenti. 

Enunciando in modo piii ampio ed uniforme proprietà note (III 4 e 
IV 3), abbiamo ; se piii vettori si projettano su una data direzione 
secondo una data direzione o giacitura, la somma delle proiezioni sarà 
eguale alla projezione del vettore somma dei dati vettori. 

3. Possiamo ora defluire come differenza di due vettori ii e b qiiel vet- 
tore ch'è somma del primo a coH'opposto al secondo, cioè con — b.lìasterà 
far partire da un punto qualunque il vettore ÒM = a , e dall'estremo 
M il vettore MN = — b ; ON = a -1- (—5*) sarà la differenza fra a e h. 
Invece di !i-t-(— fe) scriveremo a — 'ft . 

Se fo^e I(=ii, sarebbe !i — b = ÒJI-t-B[0, cioè sero\ duuqiie 

a ~ a = . 



(S. Ecco un esempio semplicissimo di decomposizione di un vettore. 
Un vettore qualunque r sì può decomporre in un sol modo in due 
altri secondo due date direzioni K , y complanari con esso e non jm- 
rallele fra loro. Perciò basta projettare un vettore 

B^ _.F OP = r secondo y sulla retta parallela ad x con- 

/ _X \ dotta per ; il vettore projezione OA e l'altro AP 

l^ 1 saranno i due componenti. Projettando secondo x 

sulla parallela ad y condotta per 0, si avrebbe il 

'^ vettore projezioue OB e l'altro BP eguali ai due 

precedenti in ordine inverso ; e ogni altra costruzione non potrebbe dai-e 

che due vettori eguali ad ÒÀ e ÓB. 

Possiamo osservare che, se due vettori hanno la stessa direzione, i 
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loro componenti sxi due distinte direzioni complunan con « 
pì-oporsionali {in grandezza e, segno) j e viceversa. 
Poiché, se i componenti di OP == r, O'P' = r' su 
X e y SODO rispettivamente OA e AP, O'A' e AT', 
sapponendo OP O'P' paralleli, saranno simili i tri- 
angoli GAP O'A'P', e quindi OA : OT = AP : A"P'. 
Viceversa, supposta questa proporzione, i trian- 
goli GAP, O'A'P' sono simili (per avei'e eguali gii 
angoli PAO P'A'O' e proporzionali i lati che li 
comprendono), e quindi AOP = A^P', OPA --=- O'P'A' ; ma son pure 
paralleli (o coincidenti) i piani dei triangoli ; dunque OP O'P' sono 
paralleli. 

Analogamente a quanto s'è visto per due direzioni, si ha che, date 
tre direzioni X y Z non complanari, ogni vettore r si può decomporre 
in tre secondo le tre direzioni stesse. Basterà, a tal uopo, projettare r 
' ni X y z secondo la giacitura determi- 
ni saranno tre vettori aventi per somma 
n può darne che degli eguali ad essi, 
parallelepipedo avente per diagonale r 
V z ; i vettori che si ottengono su tre 
i tre vettori componenti. 
paralleli, i Iwo componenti secondo 
porzionali; e viceversa. 

ali ad a è un vettore, che ha in comune 

ed ha una lunghezza eguale ad n volte 

es multiplo di a, secoìido il numero n, 



'a. un d 11 t 
da 



T L sonm d 



h p 



F d & p un numero quahmque reale fc è un 

V p d a d gì ndezza eguale alla lunghezza di a mol- 

tip ta p di &, e avente lo stesso senso di a o il 

con a d p vo o negativo. Si denota con fta o &k. 

T as d d fi odotto di un vettore per un numero 

complesso, il prodotto di due vettori (bivettore), quello di tre vettori 
{trivettore), volendo qui limitai'ci alle primo nozioni. Aggiungeremo 
solo che sovente (specie in Meccanica) s'incontra il prodotto dei im- 
merl misuranti le lunghezze positive o negative di due vettoi'i pei' 
il coseno dell'angolo dei sensi positivi delle rette cui appartengono. 
Tale prodotto si chiama (eoi Geasswann) prodotto interno dei due 
vettori. 
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Come fuiitlotori e promotori della toorisi dei vettori sono da citare priuuipnl- 
meiito: Arganti {Mmi etc, 1806), Belioieitia {Metodo dvlU equipollente, 1828), 
Moblm {Mevìiaiiik dea HiìiaiusU, 1843), Gras^manii (Aa^deìiiiìiiigsMre, 18J;4J, HaiaiUoii 
(Leetnres an Qimtenmus, 1853;, eoo. 

Coordinate eartesiane e polari. 

.S. Pei punti di un piano il sistema di coordinate pid .antico, e più 
usato ancora oggidì in molte ricerche, è il seguente. 

Nel piano si Sasino due rette x y, che s'incontrino in un punto 0, 
e s'imagini il piano solcato dal sistema delle rette parallele alla 
prima e dal sistema delle rette parallele alla seconda, ciascuno dei 
/,, quali sistemi esaurisce il piano (cioè 

////// ne contiene tutti i punti). Per un 

-J — l uì — '- — IE—J — punto qualunque P del piano passa 

una retta del primo sistema e una 
del secondo ; questa seca la x in un 
punto A, cui corrisponde il numero 
positivo negativo x che misura il 
segmento OA, una volta che si sia 
scelto il senso positivo su s e l'unità 
lineare ; e quella seca la y in un 
punto B, cni corrisponde i! numei'O 
positivo negativo y che misura il segmento OB, una volta che si sia 
scelto il senso positivo su y e l'unità lineare (*). Viceversa: dati i 
due numeri x e ì/, sono individuati i punti A e B, e quindi le rette 
dei due sistemi che passano per A e B, e quindi il punto P comune 
a queste due rette ; ed è chiaro che non basterebbe conoscere uno solo 
dei due numeri per individuare P. Laonde i due nwmeri x e y possono 
servire come coordinate pei punti del piano. 

Quindi è chiaro che il piano punteggiato è una foì-ma di 2" specie, 
come appunto asserimmo {I, 2). 

Pei punti della retta x è nullo y; pei punti di y è nullo x; e pel 
punto Bou nulli x & y. Il punto si dice oì-tgine delle coordinato, 
le rette X e y assi delle coordinate, o assi cooì-dinati, o assi delle x 
e delle y. Si dice anche x ascissa e y ordinata (o viceversa). F{x y) 
od anche (ai y) indica il punto P di coordinate se q y. 

Punti di eguale x sono in una retta parallela a y, e punti di eguale 
y in una retta parallela a x. 

n Per la niisims/ioiie ilei aeguicnti OA , B , OP ai siieio nmn- iilièi ^ù->,^:i 
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I punti nell'angolo dei aensi positivi degli assi lianiio le coordinate 
positive, i punti nell'angolo opposto le haano negative, e i punti negli 
altri due angoli nna positiva e una negativa, I punti {x y) e ( — at, — y] 
sono simmetrici rispetto all'origine), e così pure i punti [at, —y) e (—x, y)\ 
e tutti quattro sono vertici di un parallelogrammo coi lati paralleli 
agli assi e col centro nell'origine. 

Queste coordinate si chiamano parallele, o aneiio eartesiane, dal nome 
di Desoaetes {1696-1650), che insegnò a farne uso metodico. 

Se l'angolo degli assi è retto, le coordinate si dicono ortogonali o 
rettangolari. Questa scelta conviene, come vedremo, nelle questioni 
metriche relative a distanze, angoli, aree, quando si abbia in mira la 
semplicità, delle formolo. 

Un esempio di coordinate cartesiane ortogonali ci vien fornito dal 
seno e dal coseno: infatti (III, 7) il seno e il coseno di un angolo 
variabile si possono considerare come le coordinate cartesiane di un 
ponto variabile sopra una circonferenza di raggio eguale all'unitfi 
lineare e riferita a due diametri ortogonali. 

9. Noi abbiamo ridotto la determinazio 
degli elementi di due forme di 1* specie 
rette parallele ora considerati, e per essi I 

Un altro sistema di coordinate si ottie: 
fascio di rette intorno a un punto fisso 0. Per un punto qualunque I' 
del piano passa una retta p del fascio, e P è un elemento della pun- 
teggiata sa questa retta p ; sicché come coordinate del punto P ser- 
vono: il numero (f che misura l'angolo del senso positivo delia rotta p 
col senso positivo di una retta iìssa x del fascio, e il numero p che 
misura il segmento OP. Si può, volendo, assumere p e 9 sempre posi- 
tivi; allora 9 misura l'angolo (positivo in 
un verso fissato) del senso OP col senso 
positivo di X. 

Pei punti di X y è zero tin multiplo 
di n: ; per 0, p è nullo e 'f indeterminato. 
Il punto si chiama jwio, la retta s asse " 
polare, 9 anomalia, p vettoì'e, 9 p cooj'- 
dinate polari. Due punti, aventi lo stesso 
vettore e le anomalie differenti per un mul- 
tiplo di 2Tt, coincidono. ' ^ 

lu questo sistema di coordinate ciascun punto sta su una rettii del 
fascio di centro e su uno degli infiniti circoli col centro in ; fascio 
di rette e sistema di circoli, eiascnno dei quali esaurisce il piano. 



ione dei punti del piano a quella 
ie, le quali sono i due sistemi di 
due punteggiate sugli assi, 
iene considerando nel piano un 




y Google 



80 Gap. VI - 4; 10, U 

i > T o ino lo he i presenta spontaneo por iudivicUtare i punti <li 
un 11 uu i, mistu uel considerare nel piano due tiisei di rette iutorao 
a due punti tinsi Per ogni punto del piano pas&a una rottii de! 
primo tAscio e uni le econdo, ciascuna individuata da un luimero 
(che IH nioiriie un ingoio, un rapporto di seni, un bii'apporto, ecc.), 

[U ndi ogn punto e individuato da due numeri. Un tal sistema di 
cooi Unito può dinii ì>ij.olare. Da ^so si deduce come caso particolare 

1 sistemi cìitesiano bastando supporre che 0' siano i punti all'in- 
tlnito di due lette flsoe \ J". 

bi potiebl ero ub le come coordinate nel piano i numeri che misurano 
le distinze di un punto da due punti fl^i 0'; in altre parole, cou- 
sdeme i due siateim di circoli coi centri in e 0', e prendere per 
coordinate le misuie dei raggi dei due circoli che passano pel punto 
che SI coisiden Mi allora due numeri determinerebbero, a seconda 

1 cisi duu, 3 no nessun punto; u ciò ò un inconveniente. 

Punteggiate ìh un piano. - Baricentri. 

li. Scegliamo nel piano un sistema di coordinate cartesiane (cioò: 
un'origine , due assi x y condotti per , i loro sensi positivi ed 
un'unità lineare); sia P un punto qualunque del piano, OA e OB i 
segmenti di x e y misurati dalle coordinate ai e y di P. Allora A ò 
la projezione di P su 5 secondo y, e E la projezione di P su y secondo 
X. Tirato il vettore OP, è chiaro che OA e OB sono lo proiezioni di 
esso OP su s secondo y e su y secondo s. 

Siano P (ai y) P' {x' y') due punti del piano, A e A' le proiezioni di 
P e P' su S secondo y, B e B' le projezioni di P e P' su y secondo x. 
I! vettore PP" avrà i vettori AA e BB' per componenti su x e y (cioò 
AA' per projezione su x secondo y e BB' per proiezione su y secondo x). 
E siccome OA =- x, OA' = ai', così sarà AA' = a;'— te la misura di AA'; 
e del pari, essendo OB = y, OB' = y', sarà BB' = y—i/ la misura 

Spostando parallelamente a sé ste^i il 
vettore PP' O gli assi X y , si otterrebbero 
projezioni o componenti sempre eguali alle 
due precedenti. 

Consideriamo ora nel piano una retta 
punteggiata r . Siano P (ai y) P' (a;' ij) 
—^ (ti il li' T ?" (se" y") tre punti di e^a, e pongasi 
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PP":P'P" = )'. Se P P' P" si projettano su x secondo y in A A' A" 
sarà (2) anche AA" : A'A"= )■, ossia 



ed analogaraeute, projettando su. y secondo s 
BB" : B'B"= r , ossia 



Ne risulta clie la relazione 

^~- -= ^r^. , od anche \ '^T^ .. ''^'^ .■ ■- , 
x—x y—V \ x~x y—y \ 

è condizione necessaria perchè i tre punti P (te y) P' {x' y') P" {x" y") 
appartengano a una stessa retta. Essa è aìtche svfflcieiiie; giaccliè, se 
si verifica, risulta AA" : A' A" = BB" : B'B" ; ossia i componenti dei vet- 
tori PP' PP" su due direzioni x y sono proporzionali; qnindi (6) i 
dtie vettori hanno la stessa direzione, e però i punti P P' P" sono 
in una retta. 
Abbiamo anche 



Queste formole si possono anche scrivere 
m,x -+- m^' = ìae" 



e da queste tre equuzioni lineari omogeni 
tutte nulle, si trae 



\ y y y 
I 1 1 1 
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Questa è dunque, sotto altra forma, la condizione perché i tre ptmti 
{x y) {x' y') {x" y") appartengaiio a una stessa retta. 
Essa si sviluppa in vari modi ; per esempio : 

«> {y — y") — y(^'~ ^") -^ i^Y — «"y') = o . 

13. Dati nel piano dei punti 'Pl{x^y^ ¥^{x^y^ ^^i^ìVÙ •••! ^^ 
annessi ad essi rispettivamente i numeri {peH] m, m^ m^ ..., si operi 
su questi punti col procedimento che esponemmo per una puntegg:iata 
(II, 6) ; vale a dire: si trovi quel punto della punteggiata P[Pj che è 
baricentro di questi due punti; annessogli il peso mj-i-»ij, si trovi 
il baricentro di esso e P;, ; a questo nuovo punto sì annetta il peso 
m, -f-nij-i-mj , e si trovi il baricentro di esso e P^ ; e cosi via. Si 
troverà infine un punto P di coordinate 

■m^x^-\-m.^x^■+■m.^x^-^-... j)i;j/j-t-mjS'j-+-mjj/jH-. . . 

mj-HwijW-TOaM-... mj-(-m2-4-ms-f-. . . ' 

indipendente dall'ordine tenuto nella composizione, e che dicesi bari- 
centro dei punti P, Pj P^ ... coi pesi m^ m^ m^ ... E^onon varia se 
questi pesi si moltiplicano per una stessa quantità. 

Se i pesi sono eguali, il baricentro prende il nome di centro delle 
medie distanze dei punti dati. Per due punti è 



ed è il punto comune alle mediane del triangolo dei tre punti; e così via. 

13. Dati tre ptmti Pj P^ Pg non di una stessa punteggiata, ogni 
punto P del piano è baricentro dei tre punti dati, quando ad essi 
stano applicati tre pesi convenienti. Ciò emerge dall'eseguìre in or- 
dine inverso la costruzione del baricentro. Del resto, se x y sono le 
coordinate di P, si stabiliscano le equazioni 

m,j^a;|-f-«i2^;-l-ni3a?s m^y^-^m.^y^-hìn^y^ 

che divengono 
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Queste tre equazioni forniscono un valore per ciaacuBa delle incofjnite 
-~ — ^ — ^ , perche non è nullo il determinante 



e quindi forniscono un valore per — ' : — ^ e per -jr ■ 77" ' ''^'^ P^^ 

Fissati adunque i tre pnnti Pj Pj P, del piano, ogni altro punto P 
di esso è individuato, non dai valori corrispondenti delle quantità m^ 
m^ m^ , ma dai rapporti di due di esse alla terza; e riceversa, dato il 
punto, sono individuati questi rapporti. Perciò possiamo assumere questi 
due rapporti m, : m^ , m^ : m.^ come coordinate di P, e chiamarli eoo»'- 
dinate haricentriche. 

Le equazioni scritte dianzi legano queste coordinate alle cartesiane 
X y, e pennettono di paBa^^e dall una lU altra specie di coordinate. 

Esercizio 1. Dimostrare il teorema ili Menelao (1° secolo dell'era volgare) : 
« la couilizione necessaria e suftiLiente puohè tre pnuti A' B' C, po.^ti sui lati 
BC CA AB (li un triangolo ABC «ano lu linea retti e 

BA CB^ d£ _ 1 

CA' AB' BC ~ ° 

Es. 2. Applicando la nozione del liaricentro, dimostrare il teorema di Cei>a 
(1868) : ' la condizione necessaiia e sufficiente, perolife fnsando le stesse deno- 
minazioni deH'ts. pree.) le rett« AA' BB' CC passino por uno stesso punto, & 
BA' CB' AC'_ 
CA' ■ AB' ■ BC'~ "' 

Es 3 Con. lo st«"iso piincipio dimosti v.r. che le tre hiaettiici dejjli bugoli in- 
terni di nii triàngolo coni/Oirono m un punto Lo stesso per due bisettrici di 
■lUgoU esterni e un i <li angolo mtaino Lo stps^o per le tre altcz-ie 

Es 4 I punti medii delle dngonili di nn quadrilatero completo (\ g 41) 
sino in Imea retti 

E*) 5 Nel piano, perete un punto P ^l'i il limcentto di piìi punti P, Pj ... 
coi pesi ni. Mj ,, baata ohe l'i pioieziine di P si'condo due dueziom diverse 
Sùpia due lette (distinte o nu) sia il liniii-entro delle projezioni P, Pj .. coi 
pesi m, iJtj AUon Io ati-sso niìPni pei le piojezioni secondo e sopii ogni 
alti a ietta 

%« poi Q È un punto del piiiio, e sulle lette yP, QPj yP si polt^llo rettori 
piopor^iomli a w, QP, , m^QF , —(m^-i-ni + ) QP li loio wmm i o risul 

tante e nnlla. 
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Belazioni fra distanze ed angoli. 

14. Siano s J r r' rette di ud piano o soltanto direzioni compla- 
nari, p la miSTira di un vettore di r, tr e y le misure delle componenti 
di esso secondo x e y. 

Poiché, per definizione, esiste un triangolo avente i lati nelle dire- 
zioni X y r e misurati da w, y, — p (anzi ne esistono infiniti), possiamo 
applicare le principali relazioni della Trigonometria piana [mutando 
a b e r in X y r r' nelle formolo del cap. Ili, § 9), e cosi otteniamo 
immediatamente le seguenti relazioni 

[1] X cosxr' -(- y cosyr' = p cosrr' , 

[2] X cosxr -1- y cosyr = p , 

[3] 35 -H ?/ cc«yx = p cosrx , 

[4j te cosxy -(-(/ = p eosr j , 

[5J f = x^^ y' -f- 2xy cosxy , 

senyr senxr y senxr 

senyx ' senxy ' x aenr^ ' 

j 1 cosxr cosyr j 
[7] cosrx 1 cosyx = , 

] cosry cosMy 1 I 

[8] cos''xr -I- cos" jr — 2cosxr cosyr cosxy = sen'^xy . 

Se inoltre p' ò la misura di un vettore di y' e x' y sono le misure 
delle componenti di e^O secondo x e y, la [1] porge 

pp' cosrv' = X . p'cosMr' -k y , p'cosyr' , 

e tenendo presenti le ['ò] e [4] applicate a r', l'isulta 

[9]pp'co3rr'=a:!(a!'-(-)/'cosyx)-i-ì/(a^'cosxy4-ì/')=sca.-'+)/ì/'-r {j^y'-hx'y)<:os\}\ 

ov'è lecito scambiare p x y rispettivamente con p x if. Facendo co- 
incidere p' con p si ritrova la [5]. 

Le ti] fS] [4] sono equazioni lineari omogenee in x y ;. o. coesistono 
por valori non tutti ntilli di esse; quindi dev'esser(^ 

I cosrr' cosxr' cosyr' 1 
[lOj cosrx 1 cosyx -- ; 

I cosry cosxy 1 | 
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ed estraendo dal determina.nte la parte eosrr' " 

[ COSXJ" 1 



cosrr'sen^xy , si ha 












cosxr' 


eosyr' 


[llj cosn-'^- 


seii"^xj- 


cosrx 1 
cosry COSXJ- 


COSJX 

1 


m 




cosrr' = 





-■ — j-7- j cosxreosxr'-i-eosj'rcos3r'~(cosxrco3yr'-i-cosxr'cosyr)cosxy ]. 

Facendo coincidere r' con r si ritrova !a fT] e la [8]. 
Fi'a gli angoli delle qiiattro direzioni s y r r' passa altresì la re- 
lazione (HI, lOÌ 

sensv senrr' -1- senxr senr'j -h senxr' senyr =-■ 

[13] senrj' --=^ (senxrsenyr—senxrsenyr)^- ■ , ■ , - 

senxy eenxy isenxr seuyr | 

Ed applicando questa dopo aver fetto rotare s- e !■' d.i un angolo retto 
positivo (sicché IT' non si aitera, ;;r diviene xr-i- „-, e cosi via), si 

trova 

r, „ , 1 , . . ^ ^ J cosxr eosji- 1 

[141 aoari ---= (cosxr coayr —cosxr cosvì')= , ,■ . 

senxy scnxy.cosxr cosyr , 

IS. Queste formole sono molto importanti e di uso ttequente. La [5] 
foì'ìihice l'espressione di tm vettore p 'mediante due sue componenti 
complanari x y {& cosxy) ; le [6] esprimono queste componenti x y 
ìnedicmte il vettore p (e sensr eenyr sensj); la [7] la [è] è una 
relazione fra i coseni degli angoli di una direzione r con altre due 
X y complanari ad essa (e eoa cosxy); la [9j mostra che il prodotto 
interTio di due vettori è somma dei prodotti inteì-ni dei vettori compo- 
nenti dell'uno e dell'altro secondo due direzioni complanari ad essi; 
la [10] la [11] la [12] esprime il. coseno, e la [14] il seno, del- 
l'angolo di due direzioni r r' mediante i coseni dei loro angoli con 
dvs dvresioni X y complanari ad esse (e con cosxy senxy) ; la [13] 
esprima il seno dell'angolo di due direzioni r r' mediante i seni dei 
loro angoli con due direzioni x y complanaH ad esse (e senxy). 

La condizioìie di ortogonalità di r v' si ottiene eguagliando a zero 
il secondo membro della [9] della [H] della [12]. 
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Kel caso, assai frequente, clic le direzioni x y siano ortogonali, e 
precisamenle sia xy = -^ (onde cosxy=-0, senxy=l , cosxr=senry , 
aenxr=' cosry), parecchie di queste formole si semplificano; poiché si h& 

[3] x = p cosxr , 

[4'J y = p cosyr , 

ir.j p' — x' -+- j/% 

[6'] X =-- p senrj , y --- p senxr , -^ = tgxr , 

[8'] cos^xr -+- cos^yr = 1 , 

[9'] pp' coarr' = as»' -h yy' , 

[12] cosrr' --■ cosxr cosxr' H-cosyrcos.tr', 
1 senxr senyr 1 



[14'] 



senrr = , , , 

I aenxr senyr i 

, I cosxr cosyr 1 

senrr = , , 

ccsrìr cosyr I 



È cliiaro che Httte le relasioni [l]... [li] sussistono quando x y soìw 
due assi cartesiani in un piano ]>unteggiato, r è una retta chi piano 
e passante per l'origine 0, p è la misura del vettore che va dall'oi~i~ 
gine atinpu/ntoV della retta r, x e y sona le coordinate del punto 
P, e r' p' a;' y' hanno analoghi significati. 

Per esempio : lo, distanza del punto P (ce y) dall'origiìie è data da 

[15] OP* = se^-hy^-h 2xy cosxy , 

e in assi ortogonali da 

[IST OV' = x'-^y'. 

Pili generalmente: tutte le reiasioni [1] ... [14] sussistono quando 
X y sono due assi ca/rtesiani in un piano punteggiato, r è mia retta 
del piano, p è la -misura del vettore che unisce due punti P, P^ della 
retta Y, x e y sono le -misure delle componenti di esso sugli assi x e 
y, e del pari v' è una retta del pia/no, p' è la misura del vettoì-e che 
unisce due punti P' P" di essa r', x' e y' sono le misure delle com- 
ponenti di questo vettore augii assi x e y. Allora, se le coordinate di 
Pj Pj P' P" sono x^ ^j , x^ y^, x' y' , x" y", bisognerà dappertutto 
porre in luog:o Aix y x' y rispettÌTamente x^ — ic„ y^ — y^, x" — x\ y" — y'. 

Per esempio: la formola che dà la distanza di due punti VJx^y^ 
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Gap. vi - § 15, 16 
e in. assi ortogonali 

Del pari si avrà 

j sensi" Vi— ìli 3E 
" senxy ' x^ — a;, 

16. Qui è iitile considerare la forma binaria quadratica di jj u y: 
iy, G e 7). 

* (ai 1/} = a;^ + y^ -f- 2 yji/ cossy , 
con le sue semi derivate rispetto b. x e>- ij 

*, ixy) = x^y cosxy *o (^ */) = X cosxy -i- y , 

e col discriminante een^sj. 

Le [3] [4] [6] [15] [16J [8'J potranno scriversi brevemente : 

p cosxr = *i(a5 y) , p cosyr = <ii^{x y) , 
0P^= * (X y) , P,P,== * (a;,-a;, y-y,) , 
't< (cosxTj — cosyr) = sen^xy o * (^eosxr, cosyr) =3en"'xy . 
Se inoltre si considera la forma bilineare dì x y o x y' : 

$ , ] =x1^^ {x'y')-\-y $j {^'y') = xx'-+-yy'-i-{xy'-i-x'y) cosXy , 

la [9] e la [12] possono scriversi : 

pp'eosrr' == 'ì* j , , , 

\x y! ' 

-cosxr, cosjrì 1 /cosxr, — cosyr\ 

i^xy Icosxr', —cosyr'/ ' 

La OP^=*(ai^) prova clie !a forma <t(xy) è essenzialmente 
positiva (V, 12). 

ESKECizio 1. Se sullK rotti! r s Hrliitriirie si ooiisideriuio dive uopiiie di jimiti 
PP, e QQi , si ha {Carnot) 

IO 1 li 

3PP,.QQ, oosrs = PQ,2+P,Q^— PQS— P,Q,^= 1 PQ^ PQ,^ . 

1 1 PiQ' P,Q,' I 
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Cap. vi - § 16, 17 

scolmili m, piano, y. V{x„), r(j:,1,,), Q (? «) , 



gsenxy v^ _k '„ | ■ 



Ks. 3, Pei- dilli t'oppli! tli rette rr' SS' complanari si hi 

I cosrs cosrs' 1 , , 

, , == searr aenss , 



!a c[tiaZe non è altro ohe la [14]. 

Es. i . Pur duo teriiL' di rette rr,i'o SS|S, ooiuplai: 



BTiluppaiido sceondo iiua Ziuea, od aneho uotaudo ulio i 
altro che il prodotto per \'ertioali deEe due uiatiici 



\ cosjr eosyr, oosyrg | I cosys cosjs, eoE 

7 inidieniio due tissi ortogonali eoDiplaiiari allo dato i: 
. La forma recìproca (V, 8) della ^ {x y) del § IG è 



Area di un triangolo. 

IT. Siit. diito in aQ piano un triangolo divertici A 15 C. L'ii oasur- 
vatore eretto sui piano da una data banda di esso può percorrere il 
perimetro del triangolo procedendo in due versi opposti; cioè: andando 
da A ÌD B, da B in C e da C in A, ovvero andando da A in C, da C in B 
e da B in A. È evidente che nel primo caso il triangolo rimarrà o 
sempre a deatra o sempre a sinistra dell' osservatore, e nel secondo caso 
rimarrà sempre dalla parte opposta. Conveniamo, poiché ci sarà utile, 
di assumere come positivi o come negativi, l'area del triangolo ed il 
numero che la misura secondochè il perimetro è percorso dall' osservatore 
in un vei-so o nell'alti-o. Se indichiamo con ABC questo numero quando il 
perimetro è percorso nel primo verso, facendo tutte le permutazioni dei 
vertici ABC abbiamo 

ABC -- BCA = CAB = — BAC = — ACB = — CBA. 
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Rispetto a un altro osservatore, eretto sul piano dalla stessa banda del 
precedente e in irn punto interno al ti'iangolo, il movimento di un 
punto elle percorra il perimetro del triangolo apparirà procedente verso 
destra o verso sinistra secondocliè il perimetro è percorso in un verso 
o nell'opposto; e precisamente, secondoclié rispetto al primo osservatore 
il triangolo restava a destra o a sinistra. 

Che se il secondo osservatore è eretto in nn vertice del triangolo, a 
lui il lato opposto apparirà percorso rispetti v amenta verso destra o 
verao sinistra, e quindi l' angolo fra i lati che da quel vertice vanno 
agli altri due vertici apparirà descritto rispettivamente con una rota- 
zione verso destra o verao sinistra. Noi converremo di dare all' area ed 
al numero che la misuralo stesso segno che compete all'angolo suddetto. 

Dalla definizione segue clie due triangoli ABC AB'C, aventi un vertice 
A comune e i lati opposti BC B'C' sulla stessa retta, sono per lo stesso 
verso per versi opposti secondochè questi lati sono nello stesso senso 
in sensi opposti. E due triangoli ABC ABC', con un lato AB comune, 
sono per lo stesso verso o per versi opposti secondochè i vertici non 
comuni C sono dalla stessa banda della retta AB o da bande opposte,- 
vale a dire secondochè i segmenti perpendicolari CD CD' condotti da 
C e C alla AB (altezze dei triangoli) sono nello stesso senso o in sensi 
opposti. 

Queste osservazioni mostrano che, nell'applicare il teorema =il numero 
che misura l'area di un triangolo è la metà del prodotto dei numeri 
che misurano un lato e l'altezza eorrispondentes, si può tener conto 
del segno con cui compajono i numeri che misurano ciascun lato e 
l'altezza corrispondente. 

Siano A B C i vertici di un triangolo, e a J) C le rette BC CA AB, 
sulle quali intenderemo assegnate ad arbiti'io i sensi positivi; suppor- 
remo pure assegnato nel piano un vei-so positivo per gli angoli, affinchè 
siano determinati i segni degli angoli delle direzioni positive di quelle 
rette. Se CD è perpendicolare a AB, si avrà, in valore assoluto 

ABC =-^AB.CD; 

ma nel triangolo rettangolo ADO è CD = AC&oneì): dunque, sempre 
in valore assolato, sarà 

ABC=^AB.ACscuel) 

Se ci atteniamo alla convenzione fatta dianzi, questa eguaglianza 
sussiste anche avuto riguardo ai segni, quando i segmenti AB AC sono 
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positivi sullo rette e h. Ne cessa di sussistere quando uno di qvKisti 
segmenti o entrambi divenga.no negativi; [joichè l'inversione del senso 
positivo su e fa mutar di seguo AB e aeocì}, ma non il prodotto; e 
cosi via. 

IS, Ora riferiamo i punti del piano a due assi eartesiani, e siano 
P (x y), P, (x^ yj, Pj (x^ y^) i vertici di un triangolo. Se r r' indicano 
le i-ette PP, PP,, abbiamo 

PP,P^ = y 1^1*1- l'Pj seniT' ; 

or dalie [17; § 15 si ha 

senxy , , senxv , 

seuxr = -^ (y, - </) senvr = -^j^ {x, — x) , 

senxY , , acnxv , 

sensr = ^p^- (y, — y) senjr = -^ {x.,— a;) ; 

quindi sostituendo senxr,,.. nella [13J § 14 si ottiene 

PPiPa=^sonxy ' ^1 

Questo deteniiiuMote si può scrivere 

j ai y 1\ 

\x^—x y^— y , 

1 «^2 — a^ Vi — y I 

e qui aggivmgendo alla seconda ed alla terza orizzontale la prima, 
avremo anche 



forinole, che espriinono la vnisura dell'area del triangolo vnediante le 
coordinate dei vertici. 

Il determinante si annulla se i tre punti PPjP^ sono sulla stessa retta, 
il che couferma una proposizione del g 11, Esso cambia segno, insieme 
con PPjPa, se due punti si scambiano- 

In particolare: se ano dei tre pimtì è nell'origine 0, si ha 

0PiP3= ^-senxj" ' "=^-l-senxj-. {x^y^~x^y^). 
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L'espressione dell'iirca dol triangolo in un piano punteggiato e in 
coordinate cartesiane presenta analogia con quella delia distanza di 

due punti in una retta punteggiata, la quale (II, 3) è — i ' ^ 

a; x^ sono le ascisse dei due punti. 

ESBUCIKIO 1. Si; 15 C D aouu pimti ili unii rottii, 

ABC + ACD + ADB ^ , ABC : ABU : AGO = BC : BD ; CD . 
Es. 2. Se A B C D sono punti di un piano, 

ABC + ACD -I- ADB = fiCD , 
ossia BCD — CDA ■+- DAB — ABC = . 

Es. S. Se A B C ... L sono vertici di nn poligono piano e P un punto va- 
riabile del piano, la somma PAB+PBOH-. . .+PLA è oostant*, e si può defluire 
come area del poligono, anclie se questo è concavo. 

Es. 4. L'area del poligono di vertici {x^ j/,) , {x^y.^ , ■■■, (SwJm) > divisa per 



. Per due ttìiue di punti in nn piano PP,Pi e QQ.Qj , si ha {s-. Es. 



È 3 § 16) 

l(i.PP,P,.QQ,Q.=-4 



PP,.QQ,cos(PP„QQ^ PP,.QQ, cos(PP„QQ,) i 
PPo.QQi cos(PP,,QQ,) PP^.QQ, oos(PP„QQj | 



PQ.' 














1 del triangolo di lati a b u 



=((H-6+o) {—a-i-b+c) (n— 6+e) (a+6— e) . 

Es. fi. Per due gruppi di cinque punti in un piano PPj ... 

PQ^ PQ,^ . . PQ/ 



P,Q- P,Q,' 



i'.Qi' 



= ; 



indicando con {xy) , (_x,y,) , ... {%;/j) e (ai'j/'), i^,y'i), ,., I,x\ìi\) le 



coordinate di quei punti rispetto ad a 
nante h il prodotto per orizzontali 6 



>rtogonali, questo determi- 
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per <liie quaterne (li pnuti 



y 




1 x'^tj' ~2x- 


-2!/ 


Vi 




1 a!','+y7 -ly, 


-2y 


y 




1 ic'.'+y'.' -2iB'. 


-21/ 


lar 


B aa'inlmito in diieziora <leteriiiiii 


ato Pj 


in 


unpl.no, P..,P, «Q...IÌ,: 





1 


1 . . 1 


= . 




1 


l-.Q" 


■ P.Q," 







Trasformazione dì coordinate. 

IO. I pilliti di un piano siaEO riferiti a un sistema di c,oordiiiiit<; ; 
e si vogliano invece riferire ad un altro sistema, del quale sia asse- 
gnata la connessione col primo. Allora può occorrere di esprimere le 
nuove coordinate di ciascun punto mediante le primitive; e può occor- 
rere di esprimere le coordinate primitive mediante le nuove, per tra- 
sformare le formole che contengono le primitive in altre che contengano 
le nuove. Bisogna dunque cercare almeno due equazioni, che leghino 
le primitive alle nuove coordinate; poiché da tali due equazioni si 
potranno dedun-e quelle in flinzione di queste e viceversa; od anche, 
avendo una formola contenente le coordinate, si potranno eliminare da 
essa e da quelle due equazioni le primitive coordinate. 

Noi esamineremo alcuni casi piii owii. 

Vogliasi paHsai'e da due assi cartesiani x y di origine ad altri 
due X Y di origine 0'; siano x y \e primitive coordinate di un punto 
V, X Y le nuove coordinate dello stesso punto. Considereremo prima 
due casi particolari, e poi il caso generale. 

a) Se i nuovi assi sono paralleli ai primitivi ed hanno gli stessi 
sensi positivi, per definire la loro posizione basta assegnare le coordi- 
nate della nuova origine 0' rispetto ai primitivi assi; e siano queste 
a h. Allora, essendo per ogni projezione parallela 

proj.ÒP = proj.OO' -+- proj.O'P , 
proiettando su x secondo y e su y secondo x, risulta 
[1] x = X^a; y=Y-i-b; 

epilazioni, cha esprimono x e y mediante X e Y, e costituiscono una 
sostituzione lineare che trasforma ogni funzione di x e y in una fun- 
zione di X e T. 
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Si ta inversamente 

X = x — ci, Y=y — h . 
b) Abbiamo mutato l'origine, ma non le direzioni degli asM. Ora 
invece muteremo le direzioni degli assi, ma 
non l'origine; vale adire supporremo che i /y 

nuovi assi passino per 0; sicché per f 
la posizione basta dare uno dei due £ 
xX yX e uno dei due xY yY 
xX — yS^xy, xY — yY = xy). 
0A=3;, AP = !/ le primitive coordinate di 
P, e 0'A'=X, A'P=r le nuove: abbiamo, 
per ogni proiezione parallela, 

proj. OA -+- proj. AP = proj. OA' -+- proi. A'P; 
onde, projettando normalmente sulla direzione r, si ha 
X cos;;!' -i- y cosyr = X cosXr -+- Y cosYr ; 
e projettando sulla direzione normale a r (ed osservando clic xv di- 
viene "xr -r- -^ e così via), risulta 

.V sen.ir-i- (/seniT -== X&ouXr -t- l'senYi', 

Se qui si fa coincidere r s tic cessi vameute con v e con x, si otten- 
gono le equasioìii 

,,senXy „senYv ,,sensX „ senxY 

[2] X = X -+■ Y — — -•-, y = X (- Y , 

senxy Bensy sensj senxy 

che danno x e y espressi msdiante X e Y, e costituiscono una sostitu- 
zione Uìiaare ed omogenea che trasforma ogni fvAisione di x ey in una 
fxmzioìie di X e Y, 
È bene osservare che deve risultare 

[3] x--i-y°--^ 2xy cosxy ^ X^ -h Y^ -h 2XY cosXY ; 

poiché ciascun membro equivale a OP*, gii^ta la [16] § 15, 
Il detfìrminaate o modulo della sostituzione [2] è 



senXy 


senYr 










senxy 


senxy 


1 


senxX 


senyX 


_ senXY 


senxX 


senxY 


sen'^xy 


senxY 


senjY 


senxy 


senxy 


senxy 
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• dei due sistemi di coordiaate ò ortogonale, e precisa- 
mente se xy ■-= ^ (ì XY = ~ , allora si tia yX ^^ xX ■ — ^-, 

xY = xX-h~-, yY = xX; e quindi, posto xX = a, le [2] diveng:ono 

[2'] ,'K = Xcosa— Fsena, !/ = ^sena-+- Kcosa; 

sostituzione di modulo 1. 
Se invece, pur essendo i due sistemi ortogonali, si ha xy=^-r- e 

XY = — ^ : allora yX = xX — -|- , xY^xX— -|, yY = xX— w, 

e la sostituzione diventa 

[2"] w ^ X cosa -h r siìotx , y = Xsena^Fcosa , 

di modulo — 1. 
Entrambe queste sostituzioni danno 

«* -H ;/« = X'' -f- y , 

e però sono ortogonali. 

La prima sostituzione corrisponde al caso, che le direzioni positive 
dei primitivi assi possano portarsi a coincidere con quelle dei nuovi 
a^i mediante una rotazione nel piano comune intomo al punto e 
per un angolo a. La seconda corrisponde al caso, che occorra una 
rotazione di due diedri retti intorno alla comune bisettrice degli angoli 
xX yY, per portare a coincidere le direzioni positive dei primitivi 
assi con quelle dei nuovi, 

e) Se da ultimo si tratta di mutare l'origine e le direzioni degli 
assi : allora basta assegnare le coordinate a e 6 di 0' rispetto a x e 
y, più uno degli angoli xX, jX, e uno degli angoli xY, yY, in tutto 
quattro quantità. Noi possiamo prima dagli assi x y passare ad altri 
due paralleli ad essi e di origine 0', e poi da questi altri passare ai 
due X Y senza mutare più l'origine. E però per una trasformazione 
g&nerale di coordinate cartesiane, le formale sono 

senxy sensy senx y sens y 

Questa è una sostituzione lineare, ma non omogenea. 

E importante osservare che ogni funzione algebrica razionale in- 
tera dix e y si trasforma in una funzione algebrica razionale intera 
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di, X e Y dello stesso grado deità prima. Infatti i termini della, fun- 
zione di a; e )/ sono della forma cxvyi, ove e è una costante q p q 
sono interi positivi (zero incluso). Ora se in cxvy^ si sostitaiscono a 
a; e j/ le loro espressioni in X e T, essendo queste di 1° grado, il 
prodotto si comporrà di termini della forma CX'"!"', e non potrà cer- 
tamente la somma r-\-s rieseire superiore a ^ -i- g ; dunque il grado 
della funzione non può crescere. Ma non può neanche diminuire ; al- 
trimenti, nel ritornare dai nuovi assi ai primitivi, il grado, per ri- 
pristinarsi, dovrebbe crescere ; il che è impossibile. 

SO. Esamineremo il caso, che si voglia passare da coordinate car- 
tesiane a coordinate polari. L'ipotesi più semplice è : che le coordi- 
nate cartesiane siano ortogonali, iJ polo sia l'origine stessa 0, e l'asse 
polare sia la x. Allora, se OA = x, AP == y sono le coordinate car- 
tesiane di P, e p = OP, 9 = s, OP le cordinate polari dello stesso punto 
P, il triangolo rettangolo OAP porge 

[5] se = p cos tp , ;/ = p sen <p . 

Questa sostituzione serve al passaggio da coordinate cartesiane a co- 
ordinate polari, cioè trasforma ogni fnnzionc ài x g y m una di ^- e 
9 : essa è trascéndente. 
Si ha pure 

[5'J p = yx^ ^y\ tgip = -- , C0S9 = .!'.. , sen? ^-~:=. ; 
yx^-i-y^ yx^-^y^ 

relazioni che servono per la trasformazione inversa, cioè per passare 
dalle coordinate polari alle cartesiane. 

Sia invece xy = !o; e, scelto per polo l'origine 0, sia una retta r 
l'asse polare; sicché basta dare tino dei due angoli xr = a, JT==^. 
11 triangolo OAP porge 

y : — ce : p ^ sen (a -t- 9 ) : sen (^ -t- 9) : senw 
ovvero 

sen(|3 -I- 9) sen{a -+- <p) 

sento ' seno) 

Che se 11 polo è un punto qualunque 0' e r è l'asse polare ; allora 
basta assegnare le coordinate cartesiane a 6 di 0' e uno dei due an- 
goli XV = a, yr = p. E si ha 

seno? + 9) , sen («+9) 

senw senfii 
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KSKltcì^iW 1. Poitondo l'origiue nel pimto (2,—S), 

x^ + f — ix-heìJ — lS divieae X' -h T^ — 31. 
Es. 2. Prendeuclo per nuovi tms'i le bisettrici degli angoli (lei ptimitii'i, si lift 

, ,. . 3-a:r 

i; Ji' — (/- diviene -^^j^ . 

Es. 3. Verillcare l'identità [S] mediiviite la iustituaiono [2|. 

Es. Secondo che il modale della sostituzione ortogonale a, = «u X, -l- (i|^ JEj, 
x^ = a,yXf -+- B^j X, vale -H 1 o — 1, si può (oliiamando a nn angolo cou\"enioiiti;) 
(lare alla sostituzione la forma f2'] o la [3"]. 

Es. 6. 8e (pf) e (/*' f ') souo lo coordinato polari dì due punti, il quadrato 
della distanza fra essi 6 p^ -\- p''^ — 2()o' eos f j — f'), 

Es, 7. {*^ + ;/^)' — a^lx^ — y^) si può, introducendo coordinate polari, trasfor- 

Eqiiiìzsoa! fl'i 'uo^M gef:M?!ti'ìsi. 

SI . Poniamo una equazione fra le fine coordinate variabili a; ^ di 
un punto del piano ; e supponiamo che, per ogni valore reale di una 
delle due variabili compreso entro eerti limiti, questa equazione de- 
termini uno più valori re?Ji dell'altra, e quindi uno o più punti ; 
p. e. che ad og:ni valore di .r compreso in un certo intervallo cor- 
rispondano uno o più valori di i/. Se inoltre l'equazione data è tale 
die 1/ pia funzione continua di x n eli 'intervallo da x = n a a; = ò (com- 
preso nell'intervallo precedente), allora a due valori di ic fra a e b, 
e la cui di2'eren2a tenda a zero, corrispoudcno due gruppi di valori 
di y ; valori che si possono accoppiare in modo che la differenza fra 
due omologhi tenda a zero, e quindi che la distanza dei due punti 
eori-ispondeuti tenda pure a zero. Pertanto, variando a; da a a 6, ot- 
teniamo una o pili. serie continue di punti; l'insieme delle quali co- 
stituirà una o pili linee (rette o curve), cìie formeranno il luogo dei 
punti aventi la proprietà (o soggetti alla condizione) che le loro co- 
ordinate soddisfanno la equazione proposta (*). 

Viceversa : se una proprietà è comune ai punti di una o più linee 
in un piano ed esclusiva per essi, queste linee formano il luogo dei 
punti aventi quella proprietà ; e se la proprietà può ossero tradotta in 
un'equazione fra le coordinate x ij di una qi^aluuque dei punti del 



(") Nei casi piti comuni le e([nazÌoni dio si pre^e:'.tann tra. k i: ij linnuo i cai 
teri suddetti; ma può accadere elle un'er[uazione non presenti quei caratteri 
quindi elle l'insieme dei punti che la soddisfanno non presentì coutiiuiità. 
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luogo, questa si dirà Vequasione del luogo, o equazione clie rappresenta ■ 
aiijiliticameute il luogo ; mentre il luogo del punti soddisfacenti a una 
stessa equazione tva x e y si dice rappresentare geometricamente quel- 
l'equazione. 

E importante osservai-e clie se, pei' tradurre più facilmente in equa- 
zione la proprietà cafatteristica di un punto variabile del luogo, s'a- 
doperano delle variabili ausiliarie oltre le coordinate x y del punto, 
allora occorrerà procurarsi tante equazioni quante sono quelle variabili 
ausiliarie più una, e poscia da queste equazioni eliminare le variabili 
ausiliarie, le quali non debbono entrare nell'equazione del luogo. 

Dal punto di vista della Geometria analitica, conviene classificare i 
luoghi subordinatamente alle proprietà delle loro equazioni. Cosi : scelte 
le coordinate cartesiane, si dicono luoghi algebrici quelli la cui equa- 
zione è algebrica, trascendenti gli altri. Se l'equazione è algebrica e 
riducibile a razionale e intera, essa pu6 essere di 1", 2", 3", . . . grado-, 
e il luogo si dirà rispettivamente di 1", 2", S",. . . grado. 

La scelta delle coordinate cartesiane è consigliata dalla proprietà, che 
il grado di una equazione intera non si altera quando si passa da un 
sistema ad un altro di tali coordinate; sicché la classificazione non soffre 
per tali passaggi. 

Poti'ebbe nella equazione comparire una sola coordinata, e l'altra 
esser quindi arbitraria. Cosi : una equazione con la sola x fornisce 
uno più valori di a;; e quindi rappresenta altrettiinte rette parallele 
all'asse delle y, se le coordinate sono cartesiane. 

33. Poniamo fra le coordinate di un punto del piano due equazioni. Se 
euiste una o put coppie di vitoii reali delle coordinate che soddisfanno 
le due equizioni, queste deteimmei inno uno o più punti, cioè una 
sene diaaeta di punti Se e&istono t,oppie di valori non entranìbi reali 
soddisfacenti alle equazioni , duerno che tali coppie determinano 
punti inuiymaii , ai quali eatendeiemo le nozioni di distanza, ecc. 
mercè le lelative foimole già tto^ \te pe' punti reali. Precisamente, 
duerno coniplebAi i,omugatb due punti le cui coordinate omonime siano 
numeii complessi coniugati 

Se ciiscnua delle due equazioni rippieoenta un luogo, questi punti 
leali e imiginaii siianno i punti comuni ai due luoghi. 

Più di due equazioni ludipeudenti fi i le due coordinate uon pos- 
sono coesistei e. 
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Equazione della retta come luogo <li 1" grado. 

33. Cominciamo dallo studiare i hioglii di 1" grado. 

L'equazione di 1" grado più generale fra le coordinate cartesiane 
X y Q 
ri] ax^by-^c== 0, 

dove a b e sono quantìtÈi costanti reali e fluite. Ed b chiaro rAm nou 
pnò essere simultaneamente e/ = e & = 0. 
Se fl^-=0 e 6 = 0, l'equazione si riduce a 

e 
na; -f- e = 0, ovvero a; -= ; 

e i! luogo È una retta parallela all'asse delle y. Essa coincide con l'asse 
delle y se inoltre 0=0; sicché l'equazione di quest'asse è x^O. 
Se ff = e b =-■= , l'equazione si riduce a 

by -hc = , ovvero y = — j-; 

o il luogo è una retta parallela all'asse delle ce, Essa diviene quest'asse 
se anche e — ; sicché l'equazione dell'asse delle a; é »/ = . 
Se c(='=0 e b^:=^0, l'equazione [1] può scriversi 



" J-' b ' 
ì ponendo 



-7-''- -*-« 

prende le forme segitenti : 



le qnali mostrano che ad ogni valore di una delle due coordinate cor- 
risponde un valore dell'altra, e quindi ttn punto. 
Ora siano P P' P" tre di tali punti: le tre equazioni 
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coesisteranao per valori non tutti nulli di a b e, e quindi dovrà ve- 
riflcjii-si la condizionit 



1 X y' 1 1 
111 quale, come sappiamo, è la condizione necessaria e sufficiente aHìncliè 
j tre punti P P' P" siano in linea retta. Se dunque P' P" restano Assi 
e P varia, P descriverà la retta individuata da P' e P"; e da ciò si 
conclude die questa retta è il luogo rappresentato dalla equazione [1]. 

lìesta cosi provato che ogni equazione di 1° grado in coordinate car- 
tesiane nel piano punteggiato rappresenta una retta. 

E viceversa: nel piano punteggiato ogni retta è rappresentata da 
un'equazione di 1" gi-ado in coordinate cartesiane ; poiché, se (x' y'] e 
{x" y") eono dtie punti dati della retta, l'equazione di questa è la [4], 
elle è di 1° grado in x % y. 

Se fi -= 0, la [1] può dividersi per e, e diviene 



r a 

Se e = , la [11 è soddisfatta da ,t = , )/ = , e però la retta passa 
per l'origine. Così : 

è l 'equazione della retta per l'origine e pel punto (»' i/') : 

x-y=0 x^y=0 

sono le equazioni delle rette che tiiseeano gli angoli degli assi ; ecc. 

34. Cerchiamo il siguifìcato geometrico dei numeri m n p q. 

Sia r la retta rappresentata dalla equazione [1]. 

Per y = la [IJ dà X'= — c:a=^p\ onde jj misura il segmento OA 
che la retta r taglia sull'asse delle x. E similmente q misura il segmento 
OB che la retta r taglia sull'asse delle y. 

Inoltre, se P' P" son due punti della retta, la [2] porge !/'=mx--ì~q , 
!/"^mx"-hq , e sottraendo y" — y'=m{x"^x) , onde 
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ora dalle [171 § 16 si ha ■'-r-. — ~, ^- ~-^- ; dunque 
X — X seury 

_ setixr _ senry 

senry ' seuxr 

Per assi ortog:oiiali m = tgxr , ii = cotry . 

E qni notiamo clie si lia in conseguenza (III, 13) 

a sento senw b seiiw 



1-l-mcosw acosw— 6' m-t-cosw òcosw— rt 

Si scorge che il numero m (o lì) dipende solo dalla direzione della 

retta r, e però dicesi rapporto direttivo; mentre j) e q dipendono anche 

dalla posizione delia retta. 
Può dirsi a:b o b:a coordinata della direzione della retta, od anche 

fl e 6 le due coordinate omogenee, della direzione della rettJi. 

GS, Un e-tuazione non si ilteia se si moltiplicano o dividono tutti 
ì suoi termini pei uno stes o numero arbitrario, e in particolai'e se si 
dividono pei uno d<-i coefficienti (che non sia nullo). Ond'è che, per 
scrivere l'equazione di una ietta non è necessai'io conoscere i valori 
dei tre coefficienti a b e, ma basta conoscere i rapporti di due di essi 
al rimanente. Cosi: dati a: e e & : e , son noti ^ = — e: a e 2 = ^c : b, 
e l'equazione è la [6]; dati a\b e c:h, son noti m = — a: 6 e (/ = — c:fi, 
e l'equazione è la [2]; dati b:a e c\a, son noti jì = — & : « e p = — e: n, 
e l'equazione è la [3]. 

Ne segue che ogni formola, la quale esprima la misura di una gran- 
dezza geometrica relativa alla retta, come 

1; a a senti) 

a ' ò ' a comi—b ' ' ' ' ' 

deve esplicitamente contenere solo i rapporti di due delie a b e alia 
rimanente, o almeno deve potei-si ridurre a tale; in altre parole: deve 
essere omogenea di grado zero nelle « & e. E se la formola si riferisce 
alla sola direzione della retta, non deve contenere e. 

Due equazioni rappresentano la stessa retta, se i coefficienti dell'una 
sono ordinatamenttì proporzionali a quelli dell'altra; e viceversa. Quindi, 
per detenninare una retta mediante la sua equazione, è necessario e 
sufficiente assegnare delle condizioni, che possano venir tradotte in due 
equazioni fl-a l rapporti di due coefficienti al terzo, od altrimenti in 
due equazioni omogenee fra i tre coefficienti. 

Che se nelle equazioni di due rette sono proporzionali solo i coefti- 
cienti dì X e y, allora le due rette sono parallele; e viceversa. 
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36. Se nella, equazione della retta supponiamo « e 6 impiccolirò 
in definitamente, ma non e ; allora p & q crescono indefinitamente, e 
possiamo dire che la retta va all'infinito. In questo senso: l'equazione 

Oa; -(- Oy -I- e =- (o piii brevemente e = 0} 

rappresenta la retta all'infinito del piano. 

Due punti reali iudividnauo una retta reale. 

Se un punto complesso {x^ -i- ix^ , y, -h ly^) appartiene ad una retta 
reale, è chiaro che anche il complesso-coniugato {x^ — ix^ , ^i — iy^) 
le apparterrà. Due punti complessi-coniug'ati individuano una retta 
reale, cioè quella di equazione 



I '' 



1 I 

1=0 ovvero ■ 



.y- 



Si noti dtresl che, se si passa dai due assi cartesiani ad altri due 
paralleli ad essi mediante la nota sostitttzione x = X^x', y = Y-i-y', 
la funzione di 1° grado ax-<rhy^c diviene aX-^hY-i-{ax-i-hy'-^c)\ 
e però i coefficienti delle variabili non mutano, mentre il termine indi- 
pendente dalle variabili diviene il valore che acquista la primitiva fun- 
zione quando vi si s(»itituiscaao a a; j/ le costanti x y'. 

Intersezione di tlue rette. 

3T. Due rette r r', le cui equazioni siano 

ax -hby -hc^O ax-\- b'y -i- e' = 0, 

hanno comune quel punto le cui coordinate soddisfanno ambedue que- 
ste equazioni, e quindi le coordinate del punto d'intersesione delle 
rette r r' sono 



Questi valori individuano un punto al finito, tinche , .. =~0. 

Se r* =0. le due rette r r' non hanno alcun punto comune, 
\a b \ 
cioè sono parallele. 
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Se inoltre è , , i = ; allora è noto dalla teoria delle equazioni 

lineari che è in g-enflrale anche I , , = , e che le due equazioni 
sono Funa cousegiieuza dell'altra; e però le due rette coincidono. 

Fa eccezione il caso in cui l'annullarsi di , ,. e L, , provenga 

I rt 6 I j 6 e I "^ ^ 

dall'esaero b = e ')' = 0, Allora non è in generale , ,= ; e in- 
fatti allora le due rette sono parallele all'asse delle (/, ma non coincidono. 
Analogamente se « = e o' = . 

InilicIiereiHopei-l)re\itài clotei'iniiiiiiiti ' , ., , , ^.ì, ... con [«V] , [ut'], ... : 

(Tel pnri \/i' 1/ u'ì c:0!i [iih'c"\; e così vìa. 

Fascio di retto. 
2S. Tre rette r r' r", di equazioni 

ax-i-by-i-c^O a'x -^b'i/-hc ^0 a";,; -h h"y -+- e" = 0, 
in generale non hanno uno stesso punto comune; la condìsione par- 
cftè le tre rette v v' r" appartengano a un /'ascio è 

\(i 6' e' = , ossia [nòe"] = . 

Qiiando questa condizione si veriflca, si possono evidentemente de- 
tenniuare due quantità X e |j. tali, che coesistano le equazioni 
Xa -+- im = a" Xb •+- ^b' = b" Xc -+- \>.c' = e" ; 

sicché l'equazione a"x-i-b"i/ ~^c" = si potrà, scrivere 
X(ax ^bi/^c)^ ii{a'x ^ b'tj -+- e) = 0. 
Questa è l'equazione generale di una retta del fascio determinato da 
r e !•'. 

Quando aou date le coordinate x y' del centro di un fascio; allora, 
se la retta di equazione 

ax^by^c-^0 
passa pel punto [x tj"), si ha 
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e ^attraendo, l'equazione della retta diviene 

o il lidi e 

>j — y= m {x — x') x — x'-^niy — ij) . 

Ai singoli valori di « : & o di m o di >i eorrispoudoEO le singolo 
rette del fascio clie Iia per centro il punto (x' y'). 

39. Abbiamo osservato che, date le equazioni dì due retto r r', 

oj; -+- ?>)/ -t- e = ax ^h'y-^c =Q, 

l'equazione di una retta qualunque s dei tliscio da esse determinato si 
può porre sotto la forma 

ri] ;. («a; + &J, _H e) -+- [t (rt'ai ^- h-y + e') = . 

Ciò risulta pure dall'osservare che, qualunque siano i numeri J. e jj,, 
quest'ultima equazione {covibinazione lineare delle due date equazioni), 
essendo di 1" grado in x y, l'appresenta ima rettó; ed essendo soddi- 
sfatta dai valori di ai e y che annullano ax-^hy-\-c e àx -+- b'y -+- e', 
questa retta passa pei punto comune alle due rette date r i"', ossia, 
appartiene al fascio da esse determinato. 

Ai singoli valori del parametro ). : <>. corrispondono le singole rette 
del fascio, P. es. a J.^0 e \y^0, onde \:]i.^=0, corrisponde v'; a 
J, ^ G e )J. — 0, onde ), : ]a ^ qo , corrispondo r. 

Per quella retta del fascio che passa per nn punto dato (a;, ^J, sarS. 

Xiax, -+- bì/, -(- o) -h ji(H'fl;, -i- b'y^ -h e) = ; 

e dovendo coesistere questa equazione con la [1] per valori non tutti due 
nulli di X e [t, avrejuo come equazione della retta del fascio che ■passa 
liei punto (x' y') 

,, I ax-\-by+G a'x+-b'ii+c' 1 ax-\-hii-\-c a'x-hb' i/-^c' 

[2J , , ,, ,\=0, ovvero — r^ =-; tt— — , ■ 

.aXi-i-òy^-+c ax,-hby^-i-c\ ' ax^-+-by^-l-c, ax^-+by^-hc 

La [1] ordinata diviene 

II'] {\a ■+■ ixà)x H- (Xb + i,bj)y -+- (?.c -^ i,.c') = . 

Quindi 8 6 parallela a una retta data 

r" («"a:: -+- b'y -t- e' = 0) , 
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,' „ =0 ovvero X[ab —a &)-)-jj.(o7j —a b)=0; 

e però l'equazione della retta del fascio parallela alla retta v" sarà 

'' ' I aV'—a'b a'b'—aV ] ' *""''^™ ar—a"b ^ a'b"—a'V ' 

Se p p' p" sono le ascisse dei puuti A A' A" comuni alle r r' s e 
all'asse delle x, la [1] dà J.(«y-i- e) h- ii(rt'^j"H- e') = , oiicle 



ilmento, se un'altra retta s' del fascio corrispoude al rapporto 

).' a A'A"' 
1 e seca 1 asse delle o-, in A ", sani — r = . ---^ : e quindi 



A'A" ■ A'A'" 



— (AA'A"A'") —- (rr'ss') . 



Dunque: il birapporto, che con due rette fi»»e r r' del fascio fanno 
due rette qualunque dello stesso, è dato dal rapporto dei valori di 
li.:X coi-ì-ispondenti a queste due rette. E in paiticolare: a due valori 
opposti di \i.:X corrispondono due rette armoniche con r e r'. Insomma 
[1 : X è coordinata projettiva nel fascio. 



Il principio qui iuToeato (cloTuto fi Lamé) è di grande (itilitfi, o si ustoiiili' a, 
iuoght qualiuKiiio. Se infatti /=^0 /' = sono le oininzioui di due luoghi, 
A/-t-(iif" = è l'equazione eli un luogo, il quale certo passa per tutti i punti 
comuni ai due dati. Or se questi sono dello stesso grado, si può dimostrare tlia 
?./+ m/' = , al variare di X '■ ^t rajjpresenta lidti gli oo luoghi di quel gtaiXo, 
olle hanno gli stessi punti comuni che /^O e /'^O {fmcio, nerk seniji^icc, 
ffnippo binomio di curve); la quale cii-eostanzn molto agevola lo studio di tali 
Kist^mi di curve. 

Rete dì rette. 

30, Combinando linearmente le equazioni di tre rette r r' r" me- 
diante tre numeri arbitrari ;. ji v, si forma l'equazione di una retta : 
fi] Xiax H- òy H- e) -H ij.(«'ce H- b'y -+- e) -+■ ii(a"a: -f- b"y -h e") = 
ovvero 
fl'J {la -+- im -+- w') X -+- (Kb -+- \>.h' -+- W/') y -+- (Xc -i- \,.c H- 'k") = . 
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Ad ogni coppia di valori dei rapporti ).:-;, |j. : 'j eori-isponde una 
retta del piano. 

Pia generalmente : se /■ = 0, f'=0, f'^O sono le equazioiii di 
tre laog:hi, Xf-t- ixf -+- \f"= rappresenta un luogo che passa pe' punti 
comuni a quei tre (se ne hanno). Se quei tre luoghi son dello stesso 
grado, X/'h-ii/"--(-m/"'=0, al variare di ?, : v e [a:v, rappresenta cd^ 
luoghi di quel grado {rete, serie doppia, gruppo trinomio di curve). 

È importante notare che, se r r' r" non appartengono a un faseio, 
ogni retta del piaiio si può rajypreaentare coll'equazione [1], dove a 
X : y e [i : v si diano valori convenienti, individuati dalla retta stessa. 
Infatti, perchè l'equazione [1'] coincida coll'equazione di nna data retta 

Ijisogna e basta che i coefficienti dei termini simili nelle due eqitazioni 
siano proporzionali, ossia che, indicando con p un conveniente fattore 
incognito, siano soddisfatte le ti'e equazioni 

Xa -1- [i-tt' -+- urt" ^= p«n , Xh -h [ìii' -+- 'jb" = pb^ , ì.c -i- p.fi' -+- w," = pcjj ; 

e poiché si è supposto [n&'c"] --- = , da queste ricaviaino 
l_ _ [(labe] ji _ [ahgc'] v_ _ [ab'c,^] 

p ~ l^ijy^] ' p ~ [aVc"] ' p ~ [ab'c"\ ' 

;. : [1. : V =■. \aj)'e"\ : [àb^d'] : [«&'c,,] . 

Nel caso [nfi'c"] = , in cui le tre rette r r' r" apparteu§:ono a un 
fascio, la [1] non rappresenta che le rette del fascio. 

Notazione aliJtreviala. 

31. Denotando con L M N ... funzioni lineari di a: e ^, si può 
concisamente indicare con Z- = 0, if = 0, i»?" = ,... le equazioni delle 
varie rette del piano, anzi le rette stesse. Questa notazione abbreviata, 
della quale Bobilliek e Pluckeb hanno mostrato l'utilità (1828), per- 
mette sovente di rendere più spediti i calcoli e più espressive le formolo. 
A tale scopo conferisce non poco il ricordare che, se L ^0 e M = 
sono due rette, ).L-i-)iJf=Oè una retta del fascio da esse determinato, 
X : |j, essondo un parametro (del quale ci è noto il significato geometrico) ; 
e che, se L = 0, M=0, 1^ = sono tre rette non di un fascio, l'equa- 
zione di ogni altra retta del piano può ricever la forma 
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Accenniamo alcune applicazioni delln notazione abbreviata. 

1° È chiaro die AL -+- \).M = è la retta che unisce il punto 
(// = 0, JU" = 0) al punto {XL-i-\i.M-hvJSf^O, lsf=0); e cosi pure 
(iJ/-(-^iV=0 unisce ì ptinti {M=0, JV = 0) , (XL-(-iJ.J/-(-vA^ = , 
i = 0); e XL'+-v.V=0 unisce i ptinti (i = 0, -^V— 0), {XL-hi,JI 
-ì--jN=0, 31=0). 

E di qui appai'isce il signiiicato geometrico di i : ji , p.:'J e •; : J. 
nella ?.L-h M/-+- vxV= . 

2" Inoltre XL — i^.M=0, pJ/— v-V= , v.V— J.L = sono le 
rette couitigate annoniclie alle tre precedenti rispetto alle coppie 
(i = 0, il/ = 0), (iU"-=0, -iV=0), (JV = 0, I, = 0)-, e siccome una 
delle ultime tre equazioni è conseguenza delle altre due (infatti som- 
mandole si ha = 0), così qtieste tre rette concon-ono in un punto, 
individuato dalle equazioni XL = [ii¥=v^. Onde il teorema: 

Ss dei tre punti in cui ima retta seca i lati di tm triangolo si 
prendono i coniugati armonici rispetto alle coppie di vertici esistenti 
sui viedesimi lati, le tre rette che uniscono questi pienti ai vertici 
opposti passano per un punto. 

Il teorema inveito si dimostra facilmente, come il lettore può veritìcare. 

Il punto e la retta qui considerati si dicono armonici rispetto al 
triangolo. 

3^ Consideriamo la tìgura che dicesi quadrilatero completo (Caknot, 
De la corrélation etc, 1801). 
che si secano mutuamente 
in sei punti o vertici. Questi 
si dividono in tre coppie di 
vertici opposti, cioè uno su 
due lati e uno sugli altri 
due ; e si dicono diagonali le 
tre rette di queste coppie di 
vertici. Dimostreremo che : 
se si considerano due lati e 
iina diagonale uscenti da 
uno stesso vertice, la diago- 
nale ha per coniugata ar- 
monica rispetto ai due lati 
la retta che tmisce quel vertice al punto comune alle altre due diagonali. 
Siano infatti Z- = , J/=0, jV^q e P=XL -\-\i.M^'jX^=(ì ì 
lati del quadrilatero, e pongasi 
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ri = |j. j/ -(- mn = p — \L 

R = 'jN -^\L = P— |j..¥ 

saniono Q = 0, li = 0,, 8=0 le diagoDcali ; e la eouhigat.i armonic;i 
di 5 =^ J.I< -f- iiJ/ = rispetto a i = e jU=0 sarà Ài — \>.M=0 
ossia fl — Q == , e quindi palerà pel piiEto ciomuue alle altre due 
diagonali; dnnque ecc. 

Segue da questo teorema che: ciascima diagonale è secata dalle altrn 
due in punti armonici rispetto ai diis vertici che unisce (Pappo). 

Risulta dallo stesso teorema tm modo per risolvere con la sola riga 
il problema : date tre rette in un fascio, costruire la coniugata armo- 
nica di una rispetto alle altre due. Poiché, se 1 in 8 sono le tre i-ette, 
tirando da un punto di s due traversali n p, e unendo i punti ove 
incontrano 1 e in mediante le q r, il punto qr sta sulla coniugata di 
s rispetto a I e m. 

E ne risulta anche un modo per costruire eoa la sola riga, dati tre 
punti di una retta, il punto coniugato armonico di uno di essi rispetto 
agli altri due. Poiché, se A B C sono i tre punti, tirando per.C un'altra 
retta e prendendovi due punti D E, le rette AD BE individuano un 
punto e le AE BD un altro punto, e la retta per questi due punti 
seca la ABC nel coniugato armonico di C rispetto a A e B. 

(Quadrangolo completo è la iigura determinata da quattro punti o 
vertici, uniti per due da sei rette o lati, a due a diie opposti (cioè 
non passanti per ano stesso vertice). I tre punti comuni a due lati 
opposti si dicono punti diagoìiali. 

I sei lati di un quadrangolo completo sono i quattro lati e due dia- 
gonali di uno stesso quadrilatero completo; sicché le proprietà di 
queste due figure sono in sostanza le etesse. 

i" Se i lati di tm triangolo incontrano rispettivamente i lati di 
tln altro triangolo in tre punti di una retta, le tre rette che uniscono 
i vertici dell'un triangolo rispettivamente ai vertici dell'altro passano 
per un punto. E viceversa (Desahgues). 

Siano infatti Z, = 0, J/=0, X=0 ì lati del 1° triangolo, 9 }.L-+- 
llJI-^-v2^=0 la retta su cui essi incontrano i lati del 2" triangolo: 
saranno 



}.'L -4- |j..-U--f 



y:V"- 



}.L-\ 



i;ì1/h-'jX=o , XL-hiiM-h'^yx' 



questi lati; e le tre conginngenti dei 
triangoli saranno 



irtici corrispondenti dei due 
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(ll-ll')J/-(»-' 


/)2f-0 


(.-.■)A^-(X-) 


.') i - 


(1 _ ).') i _ (,, - 1 


1.') Jf=0 



le quali cooeorrouo ne! punto per cui 

Il teorema inverso si dimostra osservando che, se i ^ , J/ = , 
N^O sono i lati del 1" triangolo, e se le l'ette che uniscono i suoi 
vertici a quelli del 2° concorrono, e quindi hanno equazioni della forma 

mM — nJT =- nN— IL = IL — mJf = ; 

allora i lati del 2" tiiangolo sono 

e però secano rispettivamente i lati L = 0, H/— 0, N •-- del 1^ 
sulla retta 

>. L -H 11 .1/ -H V iV = 0. 

Due triangoli, i cui vertici siano a due a due sopra tre rette per 
un punto, e i cui lati corrispondenti si sechino in tre punti di una 
retta, si dicono omologici. Quel punto e quella retta si dicono centro 
e asse di omologia (Poncelet). 

Equazione normale della retta. 

33. Data una retta r, sia il la retta normale are condotta per 

l'origine O. Scelto per senso positivo sulla n quello dall'origine vereo 

) la retta r, siano a ^ le misure degli angoli 

\ / " X 11 y II di questa n con gli assi x y , e p la 

misura della distanza ON fra l'origine e 

la retta r. Siano iìnalmentey e^ 1^ misure dei 

segmenti OA OB chela retta r taglia su^li assi. 

l'rojettando questi segmenti su n, avremo 

p = pcosa, p = 3C0S^, 

1 cosa 1 C0Si5 



e sostituendo nella equazione della retta r, che è (§ 23, [5]) 
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essa diviene 

[1] X cosa -+- y cos|Ì — p = . 

Questa dicesi forma normale dell'equazione della retta (Messe). Essh 
dipende da dtie parametri: uno èpe l'altro è « o ^ (essendo a — ^^ w, 
ove a> = xy). 

Si noti che quando la r paaaa per l'origine non serve più l'equazione 

1 1^0; ma è cliiaro clic Teonaaione [1] conviene a una retta 

V 5 

parallela a r, se ii è la normale a r; e quindi x cosa -+- y cos|3 = sarà 
l'equazione della r. Or questa equazione è compresa nella forma [1], 
e corrisponde al caso ?=-=0; in conseguenza la [1] conviene a tutte le 
posizioni della retta r. 

33. Per ridiirre l'equazione generale 

ax-i-hy -\-c^Q 

a forma normale, si osservi che, dovendo questa equazione e la [IJ 
rappresentare una stessa retta, i loro coefficienti saranno proporzionali, 
ossia sarà, indicando con ^ un fattore incognito, 

cosa = «7 , cos.S =!)■:;, p = — C7 ; 

e qtieste tre eqLiazioni serviranno a determinare le incognite «|Sp^, 
quando vi si aggiunga l'altra equazione ben nota (§ 14, [8]), che ora 
diviene 

cos^a -1- cos*^ — ii cosa coS|3 costo = sen'w. 

Sostituendo qui le espressioni di co3« e coalS , troviamo 

{«" + 6' — 2ab cos!u) 7^ = senato, 

senw 













-V \'a^ -+- h- — 2ab cosw 




Quindi san'i 








L-^l 




fisenw 










-i- \/a'-i-b^~~2abeoS',i 




dove X \/ 


ha 


il seguo di e (poicliè p e aeiico si 


mo positivi); e 






«semw 


bsen^ 




1'^ 






+ 


•^ ^ b' — 2ab cos',> ± [■■'. 


5[^H-6- — 2oòc( 
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Sostimeli do nella [1] , possiamo dire concisamente clic il pvi 
membro dell'equazione dì una retta ax -h hy -^ e = sotto forma n 
male i 

{ax -i-hy -\-c) senw 



-1}^ — 2ab COSO} 



Invece di «^ -f- ?>- — 2n?) eosw si può (16) scrivere * {o h). 
Per assi ortogonali le formolo si semplificano, e si ha 



eos-^ = - 



Distanze, anG:oli, triiiiigoli. 

34, Siano date le coordioate xy di un punto P, e sia mia retta 
r individniita delle tre quantità a ^ ?. Cerchiamo la formala che esprime 
la misura della distanza Pr fra il pnoto P e la retta r. 

Prendiamo OQ = a;, QP= !/; e tirato il segmento PJI normale a r, 
sicché P3I=Pi', eguagliamo le projezioni normali delle due spezzate 
OQP, OXMP sulla retta n; avremo 

X cosa -+- y coSi3 ^ p -4- -)- filP = p ~ Pr ; 
e quindi ìa formola richiesta è 

Pr = — {x cosa -i- y coS|i — p) . 

La condizione percliè il punto P stia sulla retta r è Pr^O, cioè 
X cosa -\- y cos,3 — p = 0. Si ottiene cosi un'altra dimostrazione della 
equazione normale della retta: e questa dimostrazione vale anche nel 
caso che la retta passi per l'origine. 

Se 1' equazione della retta è data nella forma generale, basta ri- 
durla a forma normale; e quindi si ottiene la misura della dislama 
fra Per sotto la forma 

{aw ■+-by-+- r)sen'.,) 



Pr- 



-i- j a'' ■+-lr — "lab cos'j) 



ove il denominatore lia il segno di e. 

Queste espressioni di Pr hanno valori positivi o negativi, secon- 
dochè il punto P e l'origine si trovano dalla stessa banda della r o 
da bande opposte; perocché sulla retta n si era fissato come senso po- 
sitivo quello che va dairorigine verso r. Si vede che la distanza di 
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un punto P (la mia retta r è mi.nr.mta dal primo mr:mhvo, cmrtbiato 
di segno, dell'equazione normale di r, n&l c/iiale si sostittnscario le 
coordinate di P. 
Per assi ortogonali sai';"! 

Pi-= "'"-^'"'-"'' 



- (/ n= ^- &= 

33. L'angolo di due rette rr' sì determina facilmente, quando 
sono date le equazioni delle due rette sotto forma normale: 

X cosa -H y cosjB — p — x cosa -+- y eosjS' — p' = 0. 

Scegliendo infiitti i sensi positivi sulle r r' in modo clie, tirando !e 

normali nn' per l'orìgine, riesca ru = r'ii'= -7-, abbifimo ri''^iiii', 

e quindi rr'^E a' — « ^|3' — ,5, ed anche (g 14, [12]) 

cosrr' = — [cosa cosa' -*- C0S|3 cos|5' — (cosa cos.i' -I- cosa' coS;5)cos^p) ] 



Se le equazioni delle due rette sou date nella forma generale, basta 
sostituire in queste fonnole le espressioni dì cosa, cos^ ti'ovate al § 33, 
e le analoglie di cosa', coS|i'; in conseguenza l'angolo delle due rette 

V(ax -f" Jiy -f- f = 0) r'ia'x -+- h'y -v- e = 0) 

è determinato dalla forinole 

aa -+- bb' — lab' -+- ab) cosoj 
cosrr = - - ■ 

± l' (a° -hb^ — 2ab cosw) (a'" -t- b'" — 2a'b' cosw) 



(ab' -~ a'b) s. 



-j^ f (a'-^-b'' — 2«& costo) (rt'^ -f- &"- — 2ff7/cosw) 

(ab' — ab) sene; 

" aa' ■+- bb' — (ab' -h a'b) cosoì ' 

La condizione iDercliè le due rette rr' siano parallele è senrr' ^- Ò, 

ab' — «'6 = 0; 
che non differisce dalla gii"! trovata (§ 27). 
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11-2 Cap. vi - § 55, ;ì6 

E la coiicUzioiie perchè le due rotte r r' siano perpendicolari 6 
cosrr' = , ossia 

fflrt' -I- bb' — [ab' -T- (f'^) cosoi = 0. 

Qniudi l'equazione della retta, che passa pel punto dato (x' y') ed è 
perpendicolare alla vetta v{ax -i- by -i- e = 0), è 



a — bcoa'jJ b — 
Per asii ortogonali si ha 



_ _. _ ab' — ab _ m' — m 

(dove si è posto m ^ — a \b, m = ^ «' : b'). La condizione di perpen- 
dicolarità diventa 

rtrt' -i- bb' = 0, ovvero nini' = — 1. 

E l'equazione della perpendicolare a r da (x'i/') è 

X — x' y ~ y , 1 , , 
— = ^— — , ovvero y — y = {x —x). 

lu tutte queste relazioni non appariscono i termini noti e e o' delle 

eqttazioni delle due rette, ma solo i coefficienti di a; e (/, cÌoè«?>«'6' 

meglio 1 rapporti a : b, a' : b'. Ciò è conforme ad un'osservazione già 

fatta nel § 25. 

a 5\ 
Invece di aa'-^-bb' — -(ab' -\-db)c.o^<i:\ si può scrivere '!', ,.,)■ 

30. L'area del trilatero o triangolo, formato da tre rette rr'r"di 
date equazioni, si pu6 calcolare come segue. Siano 



le equazioni date; e nel determinante [m^'c"] chiamiamo A . . . ì sud- 
determinanti complementari di «... Allora calcolando le coordinate 
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dei punti r'r" 



Gap. vi - § 36 il3 

irtici del triangolo, giusta il § 27 abbiamo 



"'b^,7^ 



e sosti tiiendo qiieate coordinate nella formola che esprime l'a 
triangolo di dati vertici (g 18), otteniamo 



senw 
~~ 2CC'0" 



Ora l'ultimo determinante equivale, com'è noto, al quadrato di [n&'c"] ; 
dunque l'area del triangolo delle rette r r' r" è espressa da 



[«"'«T 



[aV].[a'b].[«V] •""■• 
EsEBCizio 1. Luogo dei pnuti eciaidistauti <Ii due inmti lisii h u 



Es 3 Equazioa< 
taso lono eguali i 
Ultimate ji )lan ! eq^aazione 



come luo^o dei [luiti le mi distiiiizi 
«tato n elio >lo È un luogo di 2" grado In 
= costante se il polo ca*le nel centro 






Es 3 LnoRO dei punti i quidiati delle e 
tiplictti per numeri assegnati danno nua s 
iiduce i una retta se li somma di luei nui 



[ diitanae da due pni 









Luogo (lei punti le cui diatiiuze da due punti Usai danno Kilt somma 

È una cnr\ a cluusa ovale di 3° grado ieUisse) Se la retti dei due punti 

a piende come isse delle r e la sua perpendifolare nel mezzo del aogmentii 

pimti dati come asse delle j/, e se si cluama 2c la lunghezza di qntsto 

1 1 i Timn , data I e juazioue del luogo 6 -^ -H j — \ = 1 ■ 



ts 1 Luogo dei luuti pei uvi e wstvnte la diaeieuzii delle distanze da due 
pimti flaai Kitemite le eom enzioni dell es i ma ciurmando ora 2o la differenza 
data ! equazione del luogo è la stessa che nell es t Mentre ivi era a'^e, ora 
Biuà u ]> Il per uni noti propiiet\ del triingolo ondo si preferisce scrivere 



1 equazione cosi -j — 

i" g! ido composti di due i 



= 1 Qiiost e inazioni 
imi ayeiti (qoboh) 



riipies 
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E-. 6 Luogo «lei iiuati, pti mi è cnstnnte il prodotto delle distante da dne piv 



dell'es. 4 e fletto tn^ il prodotto dato, il luogo 
ente per eipia- 




EitPiinte 
1 iiua curva di 4° gndo, 
/ione ('°+y'+o^)° — 4(^J'°=im' 

•-e m<Zc esso -.1 compone di due parti cliinse 
distinte (mail (ìi ("«»')«!) Se m=c, ([nelle due 
putì %eiigouo T LOiigiungPrsi in uu punto, 
tlip fninia un liorto pei il luogo (lemiiÌKfìta 
di Gitani»» B-moiill/ Se hi^c, ([nelle due 
parti SI, confondono m una soln, cioè il Inogo 
ti rompone di un'ovile iiiuct (Xella tigiira sono segnati i casi diversi coirisiion- 
dPiitLineute ia;lt stessi diir pimti fissi e riniiidi allo stesso e, ma a valori diversi di «i)- 

I,s 7 Luogo del punti, pei cui b costante il rapporto delle disianze da 'liw 
punti fissi L un cncolo 

I- s h Luogo dei pnuti le cui dutiuze d i un punto tisso e da una i-etta lissii 
seil>ino im rapporto costante L mi ellisse o uu'ipeiliok -eLOiidncliì' quel rap- 
poito e mmoie o maggiore di 1 

Es 9 Luogo dei punti nnidistìuti di un punto naso < da in iietta lifis;i. T-; 
una cmvi di 2" giado composti di nu lamo aperto (paiobolti) 

P,« 10 Luogo dei inuti le cui xli'tin^e da due itttc fisse sriio ugnali o in 
un dato lappoito L una ietti, e ciiiindo ^i piesiiiidi dal -iegno f^ una eoppia 
di rette in aimonia con le due rette date 

1 anelie ini i retta il luogo dei punti le cni distanze da ittte fisso, molrilili-. 
■ ate pei nunieii assegnati danno una somma costante 

L- 11 Cootrime pw punti li ciiiìo di eiiua/ionc polnie p^^af (apìmh di 



12 Lo B 



■j pei 



do-\t 



li 



lei 



di 



{yiiin?!" In^ai limi- a'' 

Es 13 Lo stello pei f p = n {ipiiulc ijitiboìicti) 

L"- 14 f ileolaie la distanza fra due lette paralleli di date ecjuazio 

1 ^ 1 T aiigcilo di due lette si pno trovale mtdunte la foimiila 



_ tgxf ' 



-tgsr 



Kostitiiendovi le espress 






* l-4-tg:cr'tgxr ' 

^ 27, [7]) eli tgxr, tgxr'. 
retta pei elue punti rr' tj! 

-[o6,<ìJ(n'3--+-S'!/. 



e,) = 



Ls 1" L area di un trulli" )lo dite le cooidinite de verti i si 
luche lalcolaiieìo mi lato e la sua distanza dal rtrtieo opposto 

ts 1** Formare le equazioni delle mediane di un triangolo di i 
delnrne iliu queste concoiron m un punto 

It 19 Lo stesso pei le peipenelieolari ai lati nei \ u ti moli 

E^ 20 lormaie le eepia^iow delle liiaettnei degli an„oli inte-r 
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<li UH triangolo, date In coonìunte 1 i "Mitici i> 1 e ni i/i ui i 1 it Dediiriip 
tJie tre biseta'iei, scelte a iloìLit coiieorioiio in un plinto 

Es. 21. roi'mai'e le eiiuanioiii ilelle iltczze di im triiiigLlr (lite le Loorfliiiiitis 
ilei vertici o le of|nn?ioiii ilei liti lleduriie ole le tie nltLZ/e com nono ili mi 

Es, 22. La ri'tla ik'i .Ine punti P (j; j/ ) P {j g ) > Mu>t.. .lilla ii'tta (i.>--+- 
',(; + (■ = (! in un |>niitii Q, tale che 

P'Q ov'-hW-hc ' 

U . 1) lui e i! t 1 n I Al Jfoitfn. e limKlbi tuia | in I ti nenia di 
L I linciai 'litL 1 L iidiinte ilei \Piti(,i del tiiiuffik 

U 21 Uttwnimiu k ti oiiliiiate ilil piedi iklln ptipr luk ol il. d U uligine 
• tlT lui piiiitu d ito ì una tetta dita 

Li 2'> L cqinzioui poi ut deUa ietta l ^loM/^ ) ^ j5 , om, (fi, p ) f il piede 
<\<Al\ noinnlc dal polo nlli iLtta 

ti 2& tq^na/ioim polaie dclli ittta pei dtii. piuiti (o y 1, o ^ ì 

L- 27 Pei ogni punto P della ietti A(«j+''J(+o) + /^ lo4+ùi(+0 = <' '^''^ 
lascio di.t(iiiiiiijt,j d.ill. due r( hj -h 6^ + i = 0) , r [e j -H i >/ -I- t =0), si lui 






Pr' I /(('^ -I- 6'^ — 2«'ò' co3(o 
- 2ab cos'j) 

Es. 28. Tra le rette di <iiiesti) l'asciu, (jiiena perpendicolare alla retta ii.,,y 
-(-Cu=:0 ha per e<iiiazionc 

ax-i-by-i-c a'ie -+- b'y -i- e 

«(i(H-&u& — (c<o&-i-o6J costo fl(,o'-l-&n6' — («„&' -I- fl'Zj,,} costu 

Es. 29. Tra le rette del fnsiio (ieteniiiiiare rpielle che fauno un angoli) 

Es. 30. Se si preiukiiio ptv nuovi assi cartesiani due rette di [■hiiìi/ìduÌ 

<Ij: ^iy^t: = 'i'X -+-!.';/ -H c' = , 

letto X y le iui(,ve coiiidinate del punto {x ij), si ha 

.,.r -f. 7,j -H e = A-F «V ■+■ b'ff -f- e' = A'A' , 
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CAPITOLO VII. 

Piano rigato. 



Coordinate. 

§ 1. Per individuare una retta in un piano si può procedere in 
vari modi. Ad esempio, si considerino nel piano due rette fisse o assi 
:ì e y : ogni altra retta r del piano seca ciascuna di esse in un punto, 
e, noti questi due punti, è individuata la retta r. Per la determina- 
zione dei punti sugli assi occormno dtie numeri, uno per asse, i quali 
saranno dunque le coordinate della retta r. Cosi possiamo adoperare 
le ascisse p e q dì quei punti, scegliendo come origine il punto co- 
mune ai due assi ; oppure adoperare altri sistemi di coordinate. 

Risulta intanto che il piano rigato 6 una forma di 2" specie. 

Or poniamo 



sicché, dati p e q, son noti w e v, e viceversa. Dunque possiamo as- 
sumere u e V come coordinate della retta r ; e noi diremo uè vie 
coordinate Plùcheriane della retta (dal nome del grande geometra 
PlUckee che le introdusse nella scienza). Esse sono i valori opposti e 
inversi dei segmenti che la retta taglia sugli assi. 
Il rapporto 

u q senxr 



non dipende che dalla direzione della retta r, ossia por rette p;iraUele 
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Per ogni retta che passi per l'origine risultano u e v infiniti. Per 

individuare la retta basta dare ii valore del rapporto — i-elalivo ad 

una retta parallela ad essa, 

3. Consideriamo il piano come punteggiato e rigato simultaneamente, 
e riferiamo i pi-^^i e le rette di esso ad una stessa coppia di assi. 
Allora, se la retta r non passa per l'origine, la sua equazione può 

mettersi sotto la lòrr.ia ■ ■ , „ auindi diviene 

P <■! 

Ma; + i?j/ -H 1 = ; 

!a quale contiene le u v allo stesso modo che le te y. 

Dati X G y, l'equazione è soddisfatta da influite coppie di valori di 
M e V, e precisamente dalle coordinate di tutte le rette che passano 
pel punto {x y) ; onde si può chiamare l'equazione del punto, consi- 
derato come c:,iitro di un fascio di rette. 

In particolare : per ogni retta parallela ali' a^e x è js = ; onde 
« .= è l'eqTiazione ^el punto all'infinito sull'asse s. E v = è l'equa- 
zione del punto all'infinito sull'asse y. Per la retta all'infinito è (m = 0, 

L'equazione — ■ = m individua il purto all'infinito su quelle rette 

. senxr 
parallele r per cui — — = m. 
-^ ^ senjT 

Se l'equaaione della retta r è data sotto la forma generale 

aie -t- hy -^ e = , 
si ha subito 



Possiamo denominare ab e coordinate iiluckeriaìw omogenee della 
retta r. 

3. L'intima connessione fra i sistemi cartesiano e pUickeriano, per 
le coordinate dei punti e delle rette, ci dispensa dal trattare diretta- 
mente le principali questioni del piano rigato, permettendoci di ricon- 
durle a quelle del piano punteggiato. Valgano alconi esempi : 
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118 Cap. vii - § 3 

Date due rette r(w v) r\u' v) , una retta s del fascio da esse deter- 
minato ha per equazione (§ 28) 

(i.« + |i»> -+- {U + ixo'te + (1 + 1.) _ 0, 

ed ha quindi per coordinate 



ove [!.:), ha il aigniiicato geometrico indicato al § 29. 
Per la rotta armonica di s rispetto a r e r' basta mutar di segno X o i^. 
La condizione perchè tre rette r{uv) r\ti,' v') r'Xu" v") aijparteiigano. 

a un fascio è (§ 28) 



Se le rette r'(u' d') r"{it" v") soeo fisse e r{u v) varia, questa equa- 
zione è quella del punto comune a quelle due rette r' r". 

Date nel piano tre rette non di un fascio r(ii'v) tXu v') r"{u" v"), 
ogni retta del piano ha coordinate della forma (§ 30) 

;?.«-H[ii(' -*-«(" }.v-\- |j.i-'h- v(;"\ 



e possono anche assnmei-si come coordinate della retta i 
e [1. : V , che diremo coordinate baricentriche della retta. 
La distanza fra un punto Y(x y) e una retta r{u v) è ({ 

Pr _ (»x-t-^-y-+-l)9enM 
+ \'u^ -+■ v° — 2uv cosw 
L'angolo di due rette è dato da (§ 35) 

(uv' — u'v) sento 



tgiT = 



vv' — (uv' ■•*-■ ii'v)eosi 
L'area del trilatero determinato da tre rette i 
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Gap. vii - § 4, 5 



Equazione del punto. ■ Inviluppi. 

. Quelle rette, lo cui coordinate phlckeriane is v soddisfanno i 
a equazione lineare 



passano tutte pel punto di coordinate cartesiane l~ — | (§ "2); vale 
& dire chs l'equazione au-\-bu-hc = in coordinate di rette rap- 
presenta un punto. 

Possiamo denominare a b e coordinate cartesiane omogenee del punto. 

Le coordinate della retta pei due punti di equazioni 

av. -H 6f -H e = a'u -h ò'ì; -h e' = 

[he] ,Jca] 

[ab'\ ' [ah'] ■ 

Un punto qucilunque di quest;i retta ha per uqiiazione 

X{au -+- In: -+- e) ~i- [ifcf u -^ b'u + e') = . 



S. In g;enerale: se esiste una serie continua di rette, le citi coor- 
dinate u V soddisfanno uaa data equazione f(ij v) = (la quale espri- 
mere, una condizione geometrica per la retta di coordinate u o), l'insieme 
di queste rette si dice costituire un inviluppo. L'esempio piCi semplice 
d'inviluppo è offerto dalla equazione lineare ««-H6«~f-c = 0: in 
questo caso l'inviluppo è un pimto. 

Date due equazioni fra u & v , && esistono coppie di valori reali di 
?( e w soddisfacenti qtreste equazioni, esse determinano altrettante rette, 
formanti un gruppo discreto; e se esistono coppie di valori non en- 
trambi reali, diremo che esse determinano rette imaginane; e in par- 
ticolare rette complesse-coniugata quando le coordinate omonime sono 
numeri complessi-coniugati. 

Si noti che due rette compi esse-coniugate {u^-^iu-^, v^-\-(i\), 
{iiy — iiu , ti, — iv:^ han comune un punto reale, la cui equazione i 

\ u V 11 
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Cap. vii - 



, li 



È eliiiiro che in un piano un pnuto reale ed uno complosso, o due 
complessi non coniugati, indlìTtìnano unii retta complessa; che la coniu- 
gata di questa retta contiene ì punti r niplessi coniugati di quelli 
della prima; e che sulle due rette esiste un unico punto reale, cioè il 
punto comune ad entrambe. 

Dualmente: in un piano una retta reale ed una complessa, o duo 
complesse non coniugate, individuano un punto complesso; pel coniu- 
gato di questo passano le rette complesse coniugate di quelle passanti 
pel priìr: - .. ' ? -'.ci duo punti passa uaa sola retta reale, 

cioè la retta che li unisce/ 

ESBKCizio 1. Le formole per la trasformazione delle cooi'clinate plUcIveràn« 
(Ielle rette sono le Eegiienfi ; 

Se it t sono le l)^imiti^"f e (7 F Ip iinove innndiiiate, si Ivn per uim trasla- 
zione desìi assi 






: SI! si muta anche la direaioue degli assi', 

Il senXj + f senxX f ^ " ^""^J' + ^' ■'"'"'^"^ 

(mi H- 6i' + 1) sonxy [an -+■ bv +1) seuxy ' 

Es. 2. Applicare la notazione aijbreviata al piano rigato. 
Ea. 3. Cercare direttamente, iudipeudenteiueiito dalle coordinata eartesii 
[iiiiicipnli fVirmole de! piano rigato. 



Coordinate projettive ed omogenee uel piano. 

G. In un piano punteggiato siano dati tre punti A, Aj Aj vertici 
di un triangolo o trilatero, le cui rette A^A, A^A, A^A, indichiamo 
con Hj Hj Hj , Sono coni determinati tre fe^ci di rette eoi centri in 
Aj Aj Aj; e se B è an quarto punto del piano, eterno a a^ »^ 83 , 
in ciascuno di quei fasci son date le tre rette clie uniscono il suo centro 
agli altri due vertici e a B. Ora per ogni punto P del piano passa 
una quarta retta di ciascun fascio, e individuate due di queste me- 
diante due coordinate projettive, è individtiato P ; e però possiamo 
?re come coordinate projettive del punto P due dei tre bii'apporti (*) 



C) Si) A B C D E son punti di un 
rapporto delle rette AB AC AD AE. 

Analogamente per rette a I) e d e 1 
rette di mi punto, so ab ìndica un pii 



1 piano, se ab indici 
e per piani a li y ^ 
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A,(A;A,BP) A,{A3A,BP) A,{A,A,BP) 

e dei loro reciproci 

A,(A3AsBP) A5(AiA^BP) A,(A^A,BP) , 

purché uon si prendano due reciproci. 

Possiamo inoltre trovar sempre tre numeri x^ x^ x^ tali che, presone 
imo ad arljitrìo, sia 

x^:x^ = A,(A,A3BP) x^:x, = A^CA^A^BP) , 

e definire x^ x^ x^ coordinate projettive omogenee di P. Scriveremo 
7{x,x,x,). 

Basta porre a?^ = 1 per ritornare alle coordinate projettive non omo- 
genee x^ = AiCA^A^BP) , x^ = Aj(AiA3BP). 

Si osservi clie, denotate con h^ Pi le rette AjB A^P, e cosi vin, si 
ha pure 

che, denotati con Bj P, i punti b,ai pilli, e così via, si ha 

a;., : x^ = (A^AsBiP,) x^:x, = (A^A^BiPs) ; 
e che, se la retta BP seca ili a^ a^ in D^ D^ D^ , si ha 
x^ix.j = (DgDjBP) 3^3 : iCj = (DiDaBP) . 
Moltiplicando queste ultime eguaglianze, risulta 

x,:x^ = (DjDiBP) = (AiA^B^Pa) = (a^BibaPs) = A3(A.AjBP) . 

Si noti che, indicando con M un punto qualunque della retta BP; 

ili ha 

x^:x^ = (MD.BP) : (MD^BP) , . . . ; 
cosicché ò lecito assumere 

X, = (MD.BP) X, = (MD^BP) a;., =. (MD.BP) . 

Pei punti dì a^ è x^=^0 , e cosi via. Per A, è x^ = , x^^O , 
a\ arbitrai'io raa non zero; e così via. Per B è Xi^x^^x^^l (o 
soltanto x^^x^ = x^ 4= ma arbitrario, se non si sta all'ultima ipo- 
t^i fatta). 

Sì dicono A, Aj A3 a, n^ a^ punti e rette fondamentali e B punto 
imita; tutti insieme elementi di riferimento. 
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Se, in particolare, si sceglie per B il punto dello niedifinc del tri- 
angolo A|AjAg , risulta 

a;; : CC3 = (AjA^PJ x,, : x^ = (AiA^Pj) , 

che souo le coordinate bariuentriche di P, e x, x.^ x^ sì dicono coor- 
dinate baricentviche omogeìiee di P. 

Se invece A^ Aj vanno all'infinito su n» a, , i fasci corrispondenti 
sono di rette parallele a Sj a^ , e si lia 

x^ : x^ = (OS A3BjP,)=A3pi : A^B^ , x^:x^ = (m Ìl.^B^Y;}=A.^^ : A^B, : 

coaicchè, qimndo si prenda A^B, — A^Bj ^= 1 , x^;x.^ & x^•.x^ non sono 
che le coordinate cartesiane a; 1/ di P rispetto a a^ fto come assi. Al- 
lora Xì'.x,:xs = x:ìj \1 , e a'j x^ Xr^ si dicono coordinate cartesiane 



T, Dati due punti V(_x\x%x'.^) P'(a:"j ,ì,'";J[,'".j), consideriamo il punlo 
P(aJi Xj x.^) , supponendo 

[1] Xj = Xx\ -+- \i.x\ x^ = Xie'j -+- \i.x\ x^ = Xjc's -t- \>.x'\ . 

Dato x^ : x^ ossia Xx\ -+- ^'\ : Xx'.^ ■+- iix"^ , è individuata una retta 
Pj per Aj ; e dato x^ : x^ ossia Xx\ -t- jiic'^ : 'kx\ -+- ^x'\ , è individuata 
una retta p^ per A.,', e ). : ji è coordinata projettiva per entrambe ji; pj 
(VI, 13). Variando X: \i. le p^ f., descrivono due fasci omografici, nei 
quali a ]ì\ p"i corrispondono p'j p"j e a a^ corrisponde essa stessa; 
cosicché i dtie fasci sono prospettivi (VI, 9), ossia P' P" P sono in una 
retta. Dunque, se il pv/nto V percorre la retta punteggiata individuata 
da P' e P", le sue coordinate projettive omogenee ei esprimono linear- 
mente mediante le [1] in funsione del parametro X\\i., che è coordinata 
pni/i'tfira di P ìiella punteggiata. Od altrimenti : fra le coordinate 
priiJettU-e Omogenee di tre punti P P' P" di una retta passa la rela- 
zione, necessaria e sufficiente, 



m x\ x, x',ì=0, ossia [x,x-,x\\^0 ; 

poiché questii è la condizione di coesistenza delle tre equazioni [i] 
lineari in X e |i. 

Se P percorre la retta mentre P' e P" son fissi, la [2] sviluppata 
prende la fonna 

m i, X, H- i, X., - i, .,:,_ = ; 
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dunque l'equazione di uìict retta è lineare e omogenea nelle coordinate 
projettice omogenee di imi suo punto varUibil-e. 

Si noti elle l^ a!j -t- ^3 aig = è l'eqiiazione della rettii individuata 
da Al e dal punto in cui la retta seca a^; e così via. 

Nel caso particolai'e dì coordiDate cartesiane P' [x' y') P" [x" y") 
F {x y) , supponendo x'^ = x"^ = 1 , si ha 



W -+■ [ix' ky' -+- \i,y" 



U 



insomma si ricade nelle solite foi'mole bun note. 

S. Dualmente: in uu piano rigato siano date tre rette s^ a^ a, 
formanti un trilatero li'iangolo di vertici Aj A^ A3 , e uua retta e 
non pei vertici. Deiìniamo coordinate projettive di una retta variabile 
r del piano due ft'a i birapporti 

aj(aj83Cr) aj(H3BiP.r) 83(9,8 jCr) 
e i loro reciproci, purché non reciproci; e A&fi.m&m.o coordinale pi-ojet- 
tive omogenee di r tre numeri «, «„ «j tali che 

u,^: «3 =35(338361-) «3 : (i, = iij(HjaiCr) . 

Basta prendere «-,^1 per ritornare alle coordinale proiettive non 
omogenee. 

Indicati con C, R,... ì punti ea, ra, ...., con 0, la retta nniente iij 
col punto cr,..., sarc'i pure 

H, ; u, - (A^AAR;- = (a.".'-,vi) =--= (e.p.cr) 

onde 

((., : H; = {p.i<^itv) = (i'itijCara) = (AsA|C3R3) = 83(3^8^6!') ; 

e sani, lecito assumere, detta d una retta qualunque del fascio cr, 

((, = (aCiCr) M; = (uexr) U3 = (neacr) . 

Per le rette per A^ è u^-^0, e così via; per a, è w^^O, «., = 0, 
u^ arbitrario ma non aero, e così via. Per e è if^ ^ Wj = u^ arbitrario 
ma non zero (l'unitft nell'ultima ipotesi}. Si chiamano fondamentali 
le rette a^ a, a^ e i pttnti A, A; A^ , unità, la retta e ; tutti insieme 
elementi di riferimento. 
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Quando e è la retta all'intinitOj risulta 

l(j : Mj = (Siluri) ita ■ "i = (Ma'"!;) > 

che sono le coordinate baricentHche di r, e u^ u.^ u^ si dicono cooi-- 
dìnate baricentHche omogenee di r. 

E quando a^ è la retta all'infinito, risulta 

u, : u^ — A3C1 : AsEi u, : «, = A^C, : A,E, , 
cosicché, se si prende AjC^ = AgC^ = — 1 , «^ : «3 e «, : w^ non sono 
che le coordinate pliiekeriane it u di r rispetto a a^ a.j come assi; 
allora u^ : tt^ : u^ = tt: v: 1 , e it[ Mj «t^ si chiamano coordinate pliie- 
keriane omogenee di r. 

O, Jfeìits'e wia retta r(ìtiiSjMg) percorre il fascio individuato da due 
rette r'(u\u\u'^) v"[u'\u"^u"^), le sue coordinate proiettive omogenee si 
esprimono linearmente mediante le equa^oni 

■u^ ^ Xu\ ■+- \i.u'\ u^ = \u\ -H (iM "j 11^ '= Xu,\ -t- [lit'j 

in funzione di nn parametro J. ; ji , die è coordinata projettiva di V 
ìi-el fascio. 

Fra le cooì-dinate p>rojettive omogenee di tre rette r r' r" di un fascio 
passa la relazione 

I Wi ^'2 1^3 ! 

u\ w'j u\ =^ ossia [Uitt\u"^] = , 
I w"i u'\ u'\ \ 
L'equazione di un punto è lineare e omogenea nelle coordinate prò - 
Jettive om,ogenee di ima sua retta variàbile. 

Nel caso particolare di coordinate pliiekeriane r'{z(' v) r"('t" w") 
r(it v), supposto u\ = u''^ = 1 , si ritrova 

).u' -\- \i.ii!' Xv' -t- \ny' , _, 

^'' ^ ;. -H 1^ '"~ x^\i. ' ^^. ^■. A 

10, Consideriamo ora un piano punteggiato e tin piano rigato so- 
vrapposti, anzi riferiti a uno stesso triangolo AiA^A, o trilatero a.ajH., 
fondamentale. 

Pei teoremi di Ceva e di Menelao (pag. 83) sì ha 

A.B, A^ A,B3__. .'/\ A3C3 ^^1 = 1 

À,B, ■ AjB, ■ A,B, ~ " " • A3G, ' A,C, ' A,C, ' 
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e dividendo 

(AjA^C.B,) . (A^A.CJL) , (AjAA"Bs) — — 1 ; 
e però potremo dcterniiaare infinite terne di nuincvi fcj k^ k^, tali 

A:^ : tg = — (A^A^CiBi) ■:,■ .-'-■•'■■■ '^A) 'i^i- ''i= — (AAì'^t^i)- 
Sarà allora 

fc, u^ : k, u^ = — (A^A^C.B,) . (A^A^C^R^) = — (A,A,B,EJ . 

Or si osservi che, se ^, a;^ + ^^ af^ -f- 1, iCg = è l'oquazione di r , 
èj iCg H- ^j a;^ = sarà l'equazione della retta AjE, o i\ , e quindi per 
og:nì punto di r^ sarà 1^ : 1, = — a!^ :a;o -= — (A.<AiBiR,). Dunque si 
avrà 

^3 ; $3 = fej Wg : fcj ^(., j . . . , 

e però potrà scriversi eotto la forma 

k^x^tii -+- k^^u^ -t- k^XgU^ = 
la relazvyiie fra le coordinate proiettive omogenee di un plinto P e di 
una retta r che si appartengano. Data la retta r, qaesla è la equazione 
della retta r come sosteg^io di una punteggiata; dato invece il punto 
P, questa è la equazione del pu/nto P come sostegno di un fascio. 

Supponendo C; e C^ armonici con B, e B^ rispetto a A^Aj e AjAi , 
risulta k^-=k^^=h^, e quindi anche C^ armonico con B^ rispetto a 
AjAa ; allora B e C si dicono armonici fra loro rispetto al triangolo 
A^AjAg e al trilatero aiasa^. 

La reiasione fra un punto e uiui retta che si appartengano, se il 
ptmto e la retta unità sono armonici, è 

XfUi •+- CCjMj -f- X3U3 = . 

E segue dalle cose dette (§ 7) che le coordinate della retta per due 
punti P' P" sono i determinanti della matrice 



e dualmente ^^5 0), le coordinate del punto comune a due rette r 
i determinanti della matrice 
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Se inoltre H., è la retta all'iufÌLiito e A;iBi ^ A.,B. = 1 , oiulu A.fi^= 
AjCj = — 1; allora x^:x.^, te, :.Tj diveugouo le coordinate cartesiane 
se ji, 6 ìi^ : 1(3 , it, : u^ divengono le coordinate pluckeriaue u v, rispetto 
agli assi a, a,: quindi la precedente equazione diviene 

la quale coincide con quella già ben nota (§ 2), 

11. Passando da un sistema eartesiano-pliiclierìano di coordinate 
a un sistema di coordinate projettive, la condizione afflncliè un punto 
e una retta si appartengano conserva dunque la proprietà importan- 
tissima di esser lineare cosi nelle coordinate del punto come in quelle 
della retta. In ciò risiede la spiegazione della grandissima analogia 
fra le formole in coordinate projettive e quelle in coordinate cartesiane 
e plùekerìane. L'analogia è meno appariscente nelle formoJe die si 
riferiscono a relazioni metriche, ma spicca in quelle che si riferiscono 
a relazioni grafiche di posizione, 

EsEKCiXiO 1. Le eoortliiinte projettive omogeiieL' ili mi |iiiirtii 1' siniii ]iriiinii- 
^iuuiili lìi rapporti tli iliatanze -! 



Ba, Ba^ B1I3 ■ 
Es. 2. Se B t il punto (Ielle 1)isettrici del t 
ilinate sonu proporziona li a Pa; I*»^ Pa^ , 



iiiiigolo foiiiUiiiiei 
e preaclouo il 1 



orilinnte lifliicentriche omogenee dì nu punto 



iiigoli PAjAj PAjA, PA,Aj , 
1, Le oooriliiiate projettivu 



i chiamano anolic Irimigolar 



E" "> Lp e ordinate bniicentu Iip rmogpueo di mm retti souo ptopn?iindi 
lille distan/e A,r Ar Ajf , e il chiamiin inrLp tiiimiilc o iitmdiiih' 

ìu-i b Le LOoidmnte pioietti^e oiiionPiipe i, ( ì dell iiItT ili Imiti - mo 

«"»""•"' ^ A^i aI; ^c 

L« 7 Une lette r r sono panllcle se [n 1 jj] ^= 

t,ei due secoli precedenti il nostro H gpoaietiia amlitioa usiudo (inisi istln 
siì^mente In coordiiiitp cìLtesiane (e lu tilune 11 eiche lo conrdiintp polnij, 
a^eia muto pei principale scopo di applicare il glande concetto ili Df.i.mii-, a 
iisolvcie sempre iinoie questioni spettanti n tutti 1 rami delln matematica piiin 
c(l niiplicata Patta eccezione per poelii scienziati, segnataweute pei Lagi niige. 
non SI ira butato id introdnne eleganza simniPtru e come tou'.ej.aiii/i dv 
«inesta concisione nei eilcoli Nelli pumi meta del nostro secolo unece il de 
«ideliO 1UZ1 per riiiniclie riguardo la ueceiiitft <li acquistare ai ngioinmenti 1 d 
ai calcoli della geoinetin aiiali+ica que-te doti, e nello stesso tempo lo sviluppo 
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Il I 1 1(1 111 sistemi (li coorilin iti omogenea eli punti ntl pnno i ni ìhi spn7ii) tu 
SI nini l>,rnciitiiPO doluto i llohin {Dr, Im yc.ei.ti laclie Caìnd, 18J7) 1)iiim 

II llij st isih timim la uotn/iuiiL nMiieMiitì intiodotta anzitutto ilal JìubiUui 
[AiniaìiH (U Mtilìieiutittqiiea (li Geigoiine, t i-MII, 1827) pei le cciin/ioiu dillii 
retti mi pvino e del piano nellu spazio, e poi iipresn et! eatpsa dil PhitKo 
i {«nhtiini.li i]{ miieli l'x.ln' riiiiinleliingen 1S28 SI) inedinnte l'mtrodiiziojie dpllp co 
iiiduiiitL della rettn e ilil pinno e dell' etiuanone del pniito, pondneein il FhuUi 
!\'\ nlTii Mateini di onuidinnte oniogeiiee pei punti, per k lette <, pei piani (Ine 

( it ) Que'.to srinn/into Tfsunse nd piempin rome nooidinntp omngeneB di un 

di lui ti5iiol cIlI pnno liti liti i > icninilo \i m bo 

stitmsrono )e i-oi)i<lnmti di i|ili I | i i i isii L chini o clie 

tnli couidimtt ditìeii'.rom) pn 1 i i ii il i i i i n tiu il punta i li 

tlB le tt, e quuidi eoniLiduiio luu im ii ttiii i 5,1 uà ui di noidiiinte piii]ittiM 

n Putp Ik tri rette conaidernte per ritte tondamentlli 

In I -mi VBi' I 110 tiii KiiLii IH ì Lis 111 111 snstìii/T di usi u. le cooldiinti, 
( ui 1 1 I 1 I I I II I II I it I nelle lormoli. nppiesi 11 

III I I i,gimiee molti dti innlfl^^i 
I il 1 11 1 11^ li il ili II 1 I 11171 fu d pillilo n niLttLie ni 
pie 1 1 iure j ekaan/T elle leqiii 1 1 1 m (liante queste el'lppogjjto 
loiitiin che possono le ideisi II 1 1 1 1 l l'algebra L{ sue ne ei olio 

< f)jitenf.mio rosi il gtiine di qm 11 1 lu lega tra loio questi iIul, 

fiofe \\ Ipoiiii degli inruiiaiili «Jgilim il II'' luf^funnnsioni Imemi 

Dopo il Phiclei altii scienziati ntoinaiono suHp coordinate piojettive iteuoi ih, 
i ne tLCeio appliO£i7ioni (iteumn 'ioltinfi Pliii^lri e nchirh O^cjidl (sbc coiti 
tin&cono il ■iistenin pm usato m li 1 1 1 ni 1 n 1 1 1 1 1 micttiia 

L^ tcoiin lIii noi ne nbliiaino | 11 1 iitntt't 

il ritilhi {riei-ttìiaJniKliiifi fin ' lì, oj) 

piiip DaifMlenHi; G<X)mel)ìP §§ 1 I j' 1 m- n 'iH 1 1 li seomi 

tiica delle cooidiiiate oniogi,ni,e piojctuii. dilU ntlii ni Ilo spa/iu lutiodutti dal 
' "ll^^Si stndi,indone anche la trasfonnazioue 

Mt e en notare che gii il Mobma, sotto il titolo di calroli M) icpiiti ico alibi eiiiito, 
neiT introdotto come cooidinate di un punto |_iii una retti o in un piano o 
nello spazio) 1 rapporti delle sue cooidinate liaiicentriche ■\ <|uelle di un punto 
tiiin 1 fjuali rapporti non sono clie le coordinate piojettiie del punto (il punto 
li I I n 1 ] TU 1 1 iimtu) Il Mobme aveva nuche osseunto clit tah coonlinnte 
I I ini Inrapporti, ne aveia rilevata l'utilità jiei lo studio di 

I I li I I 11 in Bi alterano pei (.olhneaaoiu, e ne avPi 1 fitte apph 

Il I ili iitonosceme li grandi importinza 

I\li \ 111 11 iH ili ilcir/ffinc I gio\ lui studiosi potianiio trovale molte applica 
yioni Incili mi jiotnoli della notazione abliieviata e delle coordinate omogenee 
In <iTiesii trattati, 111 quelli del Saìrnou, nelle t TrllU>ear Coordinale» e del Ferrei-n, 
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.1 in altri ti'attati posteriori, essi potranuo acquistare uii 
della teoiiit e dello applìcaJioiii tleUe conrrlinate omogniree. 

Piani omografici. 

13. Siano Xj ìCj x^ coordinate projettive omogenee di un punto va- 
riabile P (li nn piano fi , e X, Xj X^ coordinate projettive omogenee 
di un punlo variabile P' di un altro piano II'; e poniamo ii'a esse \u 
sostituzione lineare omogenea (V, 4) 

dì modulo ^ = [«^i«.;j%,]H=0. 
La sna inverea è 

[2] AK^ --= A^^x^-^-A^^^-i-A^^x.i 

AX.^ = A,.,xc^A^^Xi-\'A^,,x^ 
di modulo A""'. 

Fra i punti variabili P P' sussiste una corrispondenza univoca. 

Se P si muove sulìa retta r individuata da due punti Q {x\ x'^ x'-t) 
E(»", a,", a,",), 8iha(§7) 

x^^Xx\-hiix'\ x^=Xx\-hì>^'\ x^=Xx'3~h\ix'\ ; 

o quindi, indicando con Q' {X\ ...) R'(X'\...) i punti corrispondenti a 
Q R, ai ottiene dalle [2J 

AX, = \{A,,x',-irA^,x\-^A^,x\)~hii{A„x",-i-A.^,x".^-i-A;i,x'\,) 
==A(XX',-i~\,X",), . . . , 
ossia 

x^ =• ;.x',-i-|j.x'\ X; = ).x\-hiiX"., Xj = ;(,v'^,-(-|i.A'';, ; 

siccbè P' si muoverà snlla retta r' individuata da Q' e R', la quale 
diremo corrispondente a r. E siccome J. ; ji. è coordinata projettìva tanto 
per P sulla punteggiata r quanto per P' su r', così le due punteggiate 
descritte da P e P' saranno omograiiche {II, 18). 

Inolti'e, se r descrive un fascio intorno a un punto P io IT, è cliiaro 
che r' descriverà un fascio intorno al punto P' in II'. E siccome r r' 
incontrano sempre due rette corrispondenti fisse s s' in punti corri- 
spondenti, e questi descrivono punteggiate omografiche su s e s', cosi 
anche i due fasci saranno omografici. 
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Dicesi omografia o collineazione la corrispondenza fra due piani 
espressa dalla sostituzione (1]; la quale corrispondenza è tale, che ai 
punti dell'un -piano coì-rispondono univocmneìite i punti dell'altro, 
alle rette punteggiate coii-ispondono univocamente le rette pttnteggiate, 
ai fasci di rette corrispondono univocamente i fasci di rette, e due 
pimteggiate o fasci coì~ì'ispondenti sono omografici. 

Alle rette fondamentali di II corrispondono in II' le rette a^^X^-\- 
"is-'^2-^«i3-^3=0j a2iXj-i-...=0, ff3jXi-h...=0; ed alle rette fondamen- 
tali di n' le rette Aj^^x^-^rA^^a:^-^-A^^x^=0, A^^^^-\-...=Q, -4, 3X3-4-. .,=0 

di n. 

Siano M, Mj M3 e U^ U^ U3 coordinate projettive omogenee di una 
retta r di II e della retta r' di II'. Se Per si appartengono, anche 
P' e r' si appartengono, e viceversa; quindi, se x,u^-hXiUi-hXsU.3=0 , 
è anche JYi t/i+Xj U^-^X^ 17^=^0. Potremo dunque supporre sempre sod- 
disfatta la relazione 

x^u^ -+- x^u^ -+- X3M3 = Z, L\ -+- A', U^ -+- X.^ f7, 

(visto che è permesso moltiplicare per ano stesso fattore arbitrai-io le 
sÌDg:ole terne di variabili). 
Allora avrà luogo la sostituzione conti-aria della proposta (V, 4) 

[3] Au^^A^, U^-\-A,^U^-{-A^3 Us 

Au^^A^^ U^-\--A.j^ C4-^~^33 U3 

dì modulo A"'; e quindi la sua inversa 

U^=a^^u^■+a^^Ui-^-a^^U3 

(7, = a^jif; H-a 2 j ito-'- "3 3 "i 
di modulo A. 

Ai punti fondamentali di II corrispondono i punti A„U,-h...~0, 
Jj^ L'i -(-...= 0, A^,Ui-\-...==0 di n', ed ai punti fondamentali di n' i 
punti «iiM,-!-...=0, a,sMi-+-...=0, aJ3ttl-^-...=0 di II. 

Scambiando in tutto quanto si è esposto gli elementi punto e retta 
(e quindi scambiando nelle formole le lettere x e u, X e U, o almeno 
i loro signiflcati) non si giunge evidentemente ad una nuoua corrir- 
spondensa; solo che queeta volta la retta flgnrerà come elemento ge- 
neratore e il punto come centro di un fascio di rette. 

La proposta sostituzione equivale ne! caso presente alle due equazioni 
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/ X, X. \a!, / X X, \ 

\""x,^''"s:^""Iì:,~\""x,* "x,^""l^° 

I X. X, \!f!, I X, X, \ „ 

["'%-^"'Ì*''"ÌÌ-[''"x,-*'-"x *'•'}-''■ 

Belle qnalì si potrebbero far comparire soltanto ì rapporti rli otto co- 
efficienti al rimanente. 

Or questi otto rapporti jiescono individuati dalle otto equazioni li- 
neari che si ottengono ponendo nelle [5] quattro quaterne di valori 

assegnati di — — -r^ ~ ; dunque l'omografia è individuata qitando 

son date qiKtttro coppie di elementi coì-Hspondenti {con la condizione 
che tre qiialuiiqìiB dei quattro elementi dati in ciascun piano non 
appartengano ad una stessa forma di 1" specie); e allora è iìidividxiata 
ima sostituzione lineare omogenea (o coppia di equazioni) che la 
rappresenta. 

E si noti che, se si scelgono per elementi fondamentali ed unitA le 
due date quaterne di elementi corrispondenti, la coppia di ecinazioni 
e la sostituzione esprimenti l'omogi'afla si riducono a 

x^:x^:x,^ = X,:X^:X, e x, = aX, ■x^ = aX., x,, = aX.,, 
od anche a 

u, : t[j : u^ = f7; : U^ : U-i e L\ = au, ■ U^ ~ au., U.^ = au.^ . 

Se i coefficienti «n... si suppongono reali, a elementi reali dell'uu 
piano corrispondono elementi reali dell'altro, e a due elementi complessi 
coniugati corrispondono dne elementi complessi coniugati. 

Ai 'punti di una cui-va corrispondono imivocamente i punti di 
un'altra curva. Se l'equazione della prima ha un certo grado in co- 
ordinate precettive, l'equazione dell'altra avrà lo stesso grado; il che 
ai dimostra come al § 19. Se le coordinate sono omogenee, anche l'equa- 
zione della curva sarà omogenea. 

Due piani omografici a un terzo sono omografici fra loro. 

13. Nell'omografìa si chiamano rette di fuga o limiti quelle che 
in ciascun piano corrispondono alla retta all'infinito dell'altro piano. 

Nel caso particolare che le rette all'infinito dei due piani siano cor- 
rispondenti, l'omografia prende il nome di affinità. E chiaro che due 
punteggiate corrispondenti nell'affinità sono simili (li, 18). Dette 
x y, X r le coordinate cartesiane di due punti corrispondenti rispetto 
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a due coppie di rette corrispondenti xy XY, si vede facilmente che 
ic i^quazioiii dcll'aflioità si riducano a 



oad'è agevole dedurre ohe nell'affinità le aree di due tviaìigoU corri- 
spondenti serbano un rapporto costante, ohe è mni-'aensy: aenXy, 
Si ha pure 

U=mit V=m-v 

in coordinate pliickeriane di retto rispetto a sy XT, 

L'afflnitc'i diviene similitudine se m^m, xy=XY, e il rapporto di 
similitudine è m per ì segmenti, m} pei triang'oli corrispondenti. 8e 
inoltre m = + l, si ha l'eguaglianza. 

14. Due piani omografici possono esser distinti o sovrapposti. Se 
sono sovrapposti, sorge la questione di cercare i punti uniti, cioè co- 
incidenti coi loro corrispondenti. La ricerca è fecilitata dal supporre 
riferiti i due piani a una medesima quaterna di elementi : poiché allora 
basta esprimere che si vuole 

■f'i = — pA\ ^2 = — P-^e ^3 ^= — P-^J ì 
ove — p è un certo fattore, onde la sostituzione diviene 

—pX^=a^iX^-i-a^^Xi+ a^^Xs 
ossia 
r6] ai,X.+(ns2-t-p)Xs-)-rtg3X3=0 

Or queste tre equazioni lineai'i omogenee in X^ X^ X.^ coesistono se 

I «ll-l-P «12 "l3 I 

m «u «..+P n^= =0 

I «., a-n "33+P 1 

ovvero 

tjaesta equazione di 3" grado fornisce in generale tre valori di p ' 
per ciascuno dei quali le tre equazioni lineari si accordano nell'indi- 
vidaai'e una coppia di valori di X^ iX^, X^^iX^, e quindi un punto. 
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Dunque esistono in generale tre punti uniti in due piani omografici 
sovì-apposti. 

Se ì coefficienti a^ ... sono reali, i tre punti uniti possono essere 
reali e distinti, reali di cui due coincidenti, reali e tutti coincidenti, 
uno reale e due complessi-coniugati, come le radici dell'equazione [7] 
in p. Nel 1" caso i punti uniti sou vertici di trn ti'iangolo, i cui lati 
saranno le rette unite ; nel i° caso anche due rette unite sono com- 
plesse-coniugate; nel 2° e 3° caso anche due rette unite coincidono. 

Del rfsto, è chiaro che la ricerca diretta delle rette unite condurrebbe 
alla stessa equazione in p. E però in generale vi sono U-e rette imite. 

Nel 1° caso, scelti gli elementi uniti come fondamentali, le sostitu- 
zioni esprimenti l'omografia prendono la foi'ma ridotta 

x^=a^X^^ x.^=a^Xi x.i=a.^X-^ ; a^u^'^U^ a^u^=U^ %'%= U.^ • 

IS. Caso particolarissimo dell'omograiia è l'identità. Quindi poa- 
siamo enunciare che : se i punti (o le rette) di un piano si riferiscono 
una volta ad wna quaterna di elementi ed un'altra volta ad un'altra 
quaterna, le coordinate prùf'etUve omogenee di uno stesso punto {o retta) 
qualsiasi rispetto alle due quaterne soìw legate da una sostituzione 
lineare omogenea di modulo non zero. In altri termini: le coordinate 
pì-ojettive di un punto (o retta) qualsiasi sono legate da due equazioni 
del tipo [5]. 

Sussiste anche la proprietà inversa, che si enuncia e si dimostra 
come nelle forme di 1» specie (IV, § 16). 

Quindi : se l'equazione di un luogo o inviluppo in un sistema di 
coordinate piqjettive ha un retto gìado, avrà quel medesimo grado m 
ogni altro sistema di cooi dznate pt ojettive. Inoltre, se le coordinate 
sono omogenee, tale saia anche leqttazione. 

E poi chiaio che la scelti delle coordinate non influisce sull'essere 
un punto leale o imaginaiio e m pirticolare sull'essere due punti 
complessi coniugati o non E cosi per le rette. 

E-iERCiziO 1 Se è DuUo il determiuinte A dell» sostituzione [1], l'omogratia 
^e(ieneia ossia diviene «twi/oìoie Se la oaratteriatica di jI & 2, a tutti i punti di n 
Boirispoade nn omco punto (amgoìme) m fi', e a oiasouii punto di una cei'ta 
retta punteggiata {singola e) di fi cornspondono, oltre il punto Biugolaro di C, 
tutti 1 punti di una retta di fi deBonvente intorno al punta singolare ini Bisoio 
omo^afico a quella pimteggiat'i Du^bnenlo a una retta qualunque di El' oorrl- 
sponde ia puntogg ata singolaie di II ma ìe quella contiene il punto singolare, 
allora le coiTisp'ulon< infinite lette lorminti lascio con la tetta singolare. 

Es 2 Me la tarattetisttoa di ^l e 1 a ogni punto di n corrispondono tutti 
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i in it: d mi rttta nnqulmc di H <: ad ugm |iimto di fi un. punto loigoìme di II 
Dadluicnle, ■) ORM rotta di n corrisponduuo tutte le lette pel punto sineol»re 
di n e ad ogni retta di n aa% tetta singolare di n 

E^ 3 Oltre ai ca^i considerati (li omografie di piiui 80\rapposti le ne ^oiio 
iiiicora duo not*i oh Quando il determinlnte che compare neU equazione [7J 
m f 111 la tniattensticft 1 per un certo calore di p, questo valoie è radii,e doppia 
1) tripli dell' eqoiiione , ed inoltre e tale clie sostitmto a p nelle tre equiaioni, le 
rende uìpiiticlie tia loro, sicolib una ctunlunqne di queate equazioni rappresenterà 
mia ietti di lui tutti i piiati sonc pnnti uniti Ke ^gue che due lette corri 
•jpondenti qualunque s'incontrano su questa ietta fissa e lIib 6U esse 1 omografici 
deteimini due punteggiate pioipettii e , biechi) le cougimigenti i punti cornspon 
denti foimano un lascio di rette unite Quindi dne punti coinspondenti qnalunque 
del pi ino sono in linea retta tol lentro di questo lascio , ceiitio, olio sarà iin 
punto uuito dell omo gralii posto fuoii della ietta di puDti imiti se quel culto 
■valore di p e solo ridice doppia della [7J, e clie e posto mieoe sn qneUa retta, 
ne cinel ìalnie e ladite tiipli Una tile omografia dicesi omologia di ohi sono 
ffniìo id «'•'1 il centro del iaicio (li rette unite e \\ ietta di plinti uniti '^e 
1 aise TT ìli minuto si lia 1 onioldui be il centio 1*1 iZl inlmito, si ha l'otaolotlia 
a^ne che iinmsce le ploplletà dell omologia e dell afflmt^ La siminttli l obliqua 
od ortogonale rispetto a una retta ne & caso particolare 

Es i &6 A B C sono 1 tie pnuti uniti Hi un'omogiafai e sulle BC CA. AB 
s] pieiidono tic coppie qualunque di pnuti cciiispondenti il piodotto ilei tre biiap- 
porti (co'.tanti) di queste coppie cnn le irpettnc coppie BC CA AB è l'umtà 

Fs 5 Dne punti comspoudenti qiialim<iiie, e i tre punti d'mtei9izione della 
loro eongiungenle colle tre rette uuite, hanno bnapporti che non 1 iriano col 
ì irure della coppia di punti coitjai ondenti 

Es 6 Ina eqnHzione bilmeare fra le coordinate projuttne di un punto e di 
una retta \oiiabili m due piani determina un omogiaha fia 1 clue piani e onscuiio 
di due c-lementi elie soddisfanno l'equazione appartiene all'elemento corrispon- 
dente all'altro iiell'oinogralifl. Ogni omografia & esprimibile con umttale equazione. 

Piani correlatlTi. 

16. Dato uu piano piinteg:giato II e nn piano rigato li', siano x^ 
Xo x.j e t\ t"; J7j rispetti vamcnto coordinate projettive omogenee di un 
punto P dell'uno e di una retta r' deli' altro, e sì ponga la sostitu- 
zione lineare omogenea 

rij xr = ari U, -+- ar% Uì -t- (ir'i Ih {>■ = 1, 2, 3] 

di modulo A^^O, e quindi l'inversa 

1"2J AUr'=--AirXi -^AoyXì^AzrX'.^ 

dì modulo /!"'. 
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Gol solo^ scambio degli elemenU punto e retta nel solo piano 0', noi 
possiamo ripetere ciò che è stato detto innanzi circa i piani omografici, 
e concludere che : ^osta la sostitusioìie [1], ha luogo fra il piano H e il 
piano n' una cori'ispondsn^a, per la quale ai punti P deU'tnio corri- 
spondono imivocamente U rette r' dell'altro, alle rette r punteggiate 
dell'uno i punti P' dell'altro come centri di fasci, e imia punteggiata 
e un fascio cosi corrispondenti Bono pì-qjeUivi. 

Dette w, itj Mj, X, X^ X^ le coordinate omogenee di r e di P', è 
chiaro ohe possiamo tener sempre soddisfatta la 

x,u^ -\- x^u, -+- x,u., = X,U,^ X, U^ + X; U; ; 

onde ia sostituzione contraria della [1] 

[?,] Au^ = A,i Xi -+- A,ì X-i -^ Ari Xì 

di modulo A~^, e la inversa di questa 

[4] Xy = air U\ -I- Gir Uì — a-Jr ?(j 

di modulo A . 

Quindi segue, considerando II come rigato e W comò puiiteggiìito, 
che: alle rette r del piaiio II corrisjMmloìto univocamente i punti 
P' del piallo n', alle vette, di un fascio dell'uno i punti di ima punr- 
teggiata dell'altro, e un fascio e una punteggiata cosi corHspmidentì 
sono projettivi. 

Codesta corrispondenza prende il nome di correlasione o reciprocità. 

È Éicile vedere che.* quando ìieW un piano sono dati quattro punti 
di cui tre qualunque non in wtws retta, e neW altro piano sono date 
come corrispondenti a quei punti quattro rette di cui tre qualv/nque 
non per un punto, allora è affatto determhiata una correlazione fra 
i due piani, ed è determi-nata ima sostituzione del tipo [1] cfte la 
rappresenta. 

Scelti come elementi di riferimento le due date quaterne di punti e 
rette coitìs pendenti, le sostituzioni [1] e [3] si riducono a 

Xr = aUr, aur = Xr . 

A un luogo di punti nell'un piimo corrispoìide nell'altro un invi- 
luppo di rette. 

Due piani correlativi a un terzo sono omografici fra loro. E due 
piani, l'uno omografico e l'altro correlativo ad un terzo, sono correlativi 
fra loro. 
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135 



IT. Due piani correlativi eovi-apposti dàiioo hiogo alla ricerca di 
quegli eleineati corrispondenti dell'uno che apparteiig:ono agli elementi 
corrispondenti dell'altro. Perchè P e i-' si appartengano, riferendo i 
due piani agli stessi elementi, dev'essere 



a?i f/j -i~ ccj f/j H 



hU^-0, 



-+<e3ÌÀi3XL-^A^^X^-i-A^3X^)=0 






ZA,;XrX, = e Sfl,.. (7^ (7j = (r , s = 1, 2, 3); 

dunque: il luogo dei punti di U appartenenti alle rette coi-rispondenti 
di n', e l'inviluppo di queste rette, sono di 2" grado. 
Partendo dalla 

ai giuEge similmente allo equazioni 

•^Ars Xr X,^0 e Sflrs Ur ita = , 

che non differiscono dalle precedenti (essendo indifferente denotai'e le 
coordinate con lettere minuacole o maiuscole); dunque; il luogo dei 
punti di n' apparteìienti alle rette coi-rispond'ìnti di II, e l'inviluppo 
di queste rette, coincidono coi precedenti. 

Nel caso che il determinante A sia simmetrico (ars = «sr), « w^ 
punto considerato sia in XI sia in II' corrisponde una stessa retta sia 
in W sia in n, e viceversa ; ossia la correlazione è reciproca o invo- 
lutoria, e prende il nome di polaHtà. 



Einrci/ii) 1 'iti lì determmaiite A delli 
lii pnirelizioni (hijeiiei a, ossi ii diviene stiigol iti 
sponde ixii'muca retta emgolaie di II , e a pi 
amgolaie di II comsijoudoi 



di 1 



[1] 111 la caratteristica 2, 
ira a tiitti i puliti (li II 
punto di una eei 
iasclo di ri', il cui centro de- 
tti 



3 sulla ietti sm^olaie di II una punteggiata omografica alla stugolat 
n Dualmente, i un punto rinalunque di II corrisponde la punteggiata singo- 
lare di n, ma se quel punto è sulla retta (.ingoiare di II , allora gli corrispon- 
dono intmite lette lotmanti fascio con la singolare di II 

Se moltie e ar»^ — «j; , itrc^O, osili, A emisimmetriLO a ogni punto eonsi- 
deiato sia in n sii m II cornaponde una stessi ietta e la coriispoiMlenza f 
recipioci, ma ([uoati ietta e queUa che unisce <juel pimto a un punto Asso. 
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tjne'ito pinto tonisi oude i o„m i tt n entrc lA o„m i-'tti lei e o i s^oi de 
ogni piiiit> doli tuecleaim*» 

E? 2 &6 !■* laratteristn-a eli 4 u I i ogni pmto fli II (.«nwi oudono tutte 
le rette di nu lascio singìlate 1 e ad <gm tetta di FI uu pulito si (lolaìe 
di n Dualmente a ogni punto di fi corrispondono tntte le rette pel punto 
•Jingolare di II e id ogni ietti 1 II un punto singolare di II 

Eb S Se nna correli/ione fia due piani sovrappoati È invulntjrn i! detei 
minante A è simmctrioo o emiaimmetricc e per la cuirUaz one o nn» pjlaiifi 
o è quella smgolaie accennata in fine dell es 1 

Es i Una eriuazione bilineaie fta le coordinate projettne di due ponti e Ui 
due rette i-ariil ih di due pnni determini uni eoirelazione fra i due p ini 
ciascuno di due elementi che la leiifiehino a^pirtipne ali ek menti eomsjon 
dente ali alti o in-lU e iichzuip 0_ui e ii Iizi i l t i i il I i ui t le 
eiu(?i IH 
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CAPITOLO Vili. 

Stelle dì rette e ài piani. 



Coordinate, omografia e correlazione nelle stelle. 

§ 1. Ciascuna retta di una data stella di rette è secata da uu dato 
piano (che non passi pel centro della stella) in un punto, e per coor- 
dinate delle singole rette della stella si possono assumere le coordinate 
dei rispettivi punti del piano punteggiato. Sì possono anclie couside- 
rai-e due rette iìsse della stella come assi di due fasci di piani; per 
ogni retta della st-eila passa un piano dell'un fascio e un piano del- 
l'altro, e le cordìnate dei due piani nei due fasci individueranno quella 
retta, ossìa ne sai'anno le coordinate. Quindi la stella di rette è una 
forma di 2* specie. 

Ciascun piano di una data stella di piani è secato da un dato piano 
(ctie non passi pel centro della stella) in una retta, e per coordinate 
dei singoli piani della stella si possono assumere le coordinate delle 
rispettive rette del piano rigato. Si possono anche considerare due 
piani fissi della stella come sostegni di due fasci di rette aventi lo stesso 
centro della stella; ogni piano della stella contiene una retta dell'un fascio 
e una dell'altro, e le coordinate di queste due l'ette faranno da coor- 
dinate del piano. Quindi la stella di piani è. una forma di 2^ specie. 

Per deilnire un sistema di coordinate pì-ojettive, omogenee o no, 
nella stella di rette e nella stella di piani, basta ripetere quanto si è 
già esposto (VII, 6 a 11) cirea il piano punteggiato e rigato, sosti- 
tuendo agli elementi punto e retta del piano gli elementi retta e piano 
della stella. 

Quelle rette di una stella, le cui coordinate soddisfanno ad una data 
equazione, costituiscono, in generale, un cono, che è il loro luogo. E 
l'insieme di quei piani di una stella, le cui coordinate soddisfanno ad 
una data equazione, dicesi inviluppo di essi. 

Il luogo rappi-esentato da un'equazione di V grado in coordinate 
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projettive è vin piano, e l'inviluppo è una retta. Se 1' equazione è di 
grado n, il luogo o inviluppo dicasi aucho di c/rado n. E così via. 

Le rette e i piani ìmaginarì della stella si definiscono in modo 
analogo ai punti ed alle rette imaginarie del piano. 

Anche l'omografia e la correlazione fra due Stelle si stabiliscono in 
modo analog:o a (luel che si disse per due piani [VII, 12 a 17). 

Forme geometi'icàe dì 2'' specie projettìTe, 
omograliclic, correlatìTe. 

3. Quando una stella di rette (o di piani) è secata da un piano, a 
ciascun elemeuto della stella coiTispoude ciascun elemento del piano 
punteggiato (o rigato), e viceversa. Diceai allora che i! piano è sezione 
della stella, e che la stella projetta il piano. La stella ed il piano si 
dicono anche pi-os^Jettivi ; e prospettivi si dicono pm'e due sezioni di 
iiua medesima stella, o due stelle ohe projettino un medesimo piano. 

Se lina serie di piani punteggiati (o rigati) e di stelle di inette {o di 
piani) è tale, che ciascuna di queste forme si possa dedui're dalla pre- 
cedente mediante una projezione o una sezione, od anche che due con- 
secutive siano sempre prospettive ; allora due qualunque di queste 
forme si dicono projettive. 

Due forme di 2" specie prospettive soìio projettive ; ma non viceversa, 
in generale. 

Due forme di 2'' specie projettive a una terza sono projettive fra loro. 

3. Una stella di rette (o di piani) e un piano punteggiato (o rigato) 
possono porsi in tale corrispondenza, che: 1" a quattro dati elementi 
della stella con-ispondano quattro dati elementi del piano, con la con- 
dizione che tre qualunque dei quattro elementi dati in ciascuna forma 
non appartengano a una stessa forma di 1' specie; 2* ad elementi 
costittteuti una fonna di 1' specie nella stella coiTÌspondano nel piano 
elementi costituenti una forma di 1^ specie projettiva a quella fonna. 
Infatti, la cosa avviene evidentemente quando la stella è prospettiva 
al piano; altrimenti è all'uopo nece^ario e sufficiente che la sezione 
della stella con un piano riesca omografica al piano dato. 

La stella e il piano dati si dicono allora omografici (o collineari). 

4. È chiaro che due forme di 2" siiecie projettive sono omografiche. 
Se sono due piani prospettivi, hanno iniìniti punti uniti sulla retta 
comune; e se sono due stelle prospettive, hanno infiniti piani uniti 
per la retta che unisce i due centri. 

Due piani omografici distinti H e II', aventi una retta di punti 
uniti (pel che basta che essi abbiano tre punti uniti), sono pivspettivi. 
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Infatti, se AA' BB' sono due coppie qualunque di punti corrispoadenti, 
!e rette AB A'B' saranno coitÌs pò adenti, e quindi tagiierauno in uno 
stesso punto ]a retta di punti uniti comune ai due piani II e II'; onde 
le rette AA' BB' si tagliei-anno. Poiché adimque tutte le rette congiun- 
genti coppie di punti corrispondenti dei due piani si tagliano mutua- 
mente (senza stare evidentemente in uno stesso piano), esse passeranno 
per uno stesso punto ; aiccliè quei due piani omografici saranno sezioni 
della stella avente questo punto per centro. 

Analogamente si dimostrerebbe clie due stelle omografiche, aventi 
tm fascio di 'piani uniti, sono prospettive. 

Due foì-me di 2" specie omografiche, in qualunque loro posizione, 
sono projettive. F. chiaro che basterà dimostrare questa proposizione 
per due piani omografici. Siano dunque II e II' questi piani. Dicendo 
A A' due \oro punti corrispondenti qualunque, consideriamo la stella 
avente per centro un punto qualunque S della retta AA' e projettaute 
il piano n'. Questa stella taglierà un piano qualunque 11^ condotto per 
A secondo una forma omografica (prospettiva) a II' e quindi anche 
a n ; e i due piani omografici II e II, avranno un punto unito A. 
Consideriamo in II una punteggiata qualunque r passante per A : le 
corrisponderà nel piano omografico 11^ una punteggiata i\ passante per 
A e prospettiva a quella, cioè sezione di uno stesso fascio di rette. 
Sia Si il centro di questo fàscio, e conduciamo per r un piano qua- 
lunque IIj : la sfella di centro S, projetta II, su IIj secondo un piano, 
che sarà omografico a Et ed avrà comune eoo questo la retta di punti 
uniti r ; onde, come vedemmo, i due piani IIj e II saranno prespettivi. 
In conseguenza, dei piani II' E, IIj II essendo due consecutivi qua- 
Itmqtie prospettivi, O' e II saranno projettivi. 

5. Consideriamo da una pai'te un piano punteggiato e una stella di 
rette, dall'altra un piano rigato e una stella di piani. Una forma del- 
l'una coppia e una dell'altra possono esser pMte in tale corrispondenza, 
che: 1" a quatti-o dati elementi dell'una forma coiTÌspondano quattro 
elementi dell'altra, con la condizione che tre qualunque degli elementi 
dati di ciascuna forma non appartengano a una forma di 1* specie ; 
2" ad elementi costituenti una forma di 1* specie corrispondano elementi 
di una forma di 1* specie projettiva a quella. Infatti ciò fn provato 
per un piano punteggiato ed uno rigato ; ora ogni altro caso si riduce 
a questo mercè una o due sezioni. 

Due forme di 2» specie, cosi riferite l'una all'altra, si dicono corre- 
lative o reciproche. 

Due forme di 2" specie correlative a una tersa sono omogvaficlie fva 
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loro. E due fm-me, di cui una sia omografica e l'altra correlativa, a 
■una terza, sono coTì'elative fra loro. 

La teoria completa dell'omografia o jiiojcttività delle forme di 1*, 2" e S'' specie 
fe dOTUti pnneipalmeute a Mobias, Sletae) e Cìiusle« (Jiiest' ultimo espose lacen 
dono applicazioni sianate, ilpuncipio tii omogtafia, il rj^mle consiate m ciò, che 
« le proprietà proJetti\e di uua figuri non ceBBiao di iilere quandi a [[ucstT ai 
Bostitniacn una sua figura omogrifici » Tale piiiicipio & assai importante , poielie 
permette di dediine immediatamente dalle piopiietà projettive di una ligui» 
dotati di pattieolaiità «tefi it/ie quelle di una liguri omogiaflca piti generale, 
CIOÈ non avente quelle particolantà eoiì daUe piopiiet^ projettive del rettiugolo, 
del circolo dei cilmdri, deCa ?fen ?i deducono immediatamente le pioprietà 
del quadiiliteio, delle sezioni coniche, dei e mi delle auperftcìe di 2" grado 

&L ossem perù ohe già pnma dei tre geometri uomiuiti si conoscevi uni teoria 
delle projeziOBJ cioè di quel ciso particoliuc dell omografia ohe costitmice l'omo 
loqta pìOijìHtiulà di due forme anzi il Poiiuhi aie x destinato il suo Tiaité 
<lispioi»ii'i(s piojfctuea <lis fiiimea i moitrire ippuuto come questa corri 'poaflen?^ 
tn due toime desse un metodo fecondo pii deduiie da propiiet'i di figure par 
ticolaii quelle rti figure piti gentiali 

A CliBsìea ed a FMcUì f* poi do^niti una teoiii tomileta delle eoiicla/ioni o 
leciptoeità tia due piani o tra due spa^i Questi ttoiia e l'introduzione che il 
JiMciei fere delle cooidimte della ietta nel piiuo e di quelle del piano nello 
spazio, parallelimente lUe coordinate del punto nel piino e nello spialo posc-ro 
in piena luce la ìegqe iti diudila, che goi eim tutti li geometm piojettiTi [I 7) 
Li legge di dualità si può euuneiire così 1° ogm teorema di geometiia projettii » 
relativo al piaoio non cessa di valere «e vi si scambiano le parole j)«h(o e retta 
(e quiudi punteggiata e fascio, luogo e ìiiviìappo, ecc.); 2' ogni teorema di geo- 
metria projetth-a in generale non cessa di valere, se vi ai scambiano jjitwfi concinni 
(e quiudi piani punteggiati con piam rigati, stelle di piani oon stella di rette, 
rette punteggiate fon fasci ili piani, ecc.) ». 

Di questa legge già vari casi oi si sono pitstutati. E non è difflcile pei'.ua- 
dorsi che essa i"alo in generale, se si pon mente al fatto, che in tutte le dimootia- 
zioni analitiche di teoremi projettivi si potrebbero scambiare le oooidinatn di 
punti colle coordiiiate di rette o di piani. 

Unii teoria piti ristretta che quella delle correlazioni, la teoria aioh ^elle poi ait 
reeiprocìie (polarità rispetto ad una curva o supei-flcie di 2" grado), aveva condotto 
sul principio del secolo i geometri della Scuola politecnica dì Parigi, e segna- 
tamente il Fonceìet, ad applicare il metodo enunciato per dedurre da teoremi noli 
altri nuovi teoremi mediante scambi di parole. Ma al Gergonne (Annalee ile 3/b- 
iiématiqiifg, XVI e 6eg.) spetta il merito di avere esposta la legge di dualità ia 
tutta la sua generalità , indii)eiideutemente da ijualsiaai trasformazione delle 
figuiv. 

Dalle cose esposte, e da quelle che esporremo studiando lo forme di 3^ specie, 
apparisce che le proprietà projettive delle figure si possono definire sin come 
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quelle che si conservano iu ogui trasforma zioue omogcalica delle flgarc stesse, 
sia come quelle che, espresse in coordinate projettive omogenee, si conaervauo 
qaaiiflo le ooordiiiate eì trasformano mediante una sostituzione lineare omogenea; 
cosicché (da un certo punto di vista) te geometria projeftiva eoinoide con l'algebra 
delle soetittmoni Utieart, e quindi con la teoi'ia H^gVinvai-ianti. A ijnesto concetto 
fecondo soli ilo^'uti molti progressi fatti negli ultimi tempi dalla georaetzia e 
dall'algebra, 

FrojeziOQi su un piauo. 

6. Quelle rette di una stella chH passano per dati pnuti A B G ... 
secano un piano II' in punti A' B' C ..., che diconsi le projezioni dì 
quelli dal centro della stella sul piano II'. Se un punto P percorre li 
segmento AB, la sua projezione P' percorre il segmento A'B' projezione 
di AB ; se P percorre il perimetro del triangolo ABC, P' percorre il 
perimetro de! triangolo A'B'C pi-ojezione di ABC ; ecc. 

Se le rette progettanti son parallele, A'..., A'B'..., A'BC... sono le 
projezioni di A..., AB..., ABC... su II', secondo la comuue direzione 
di quelle parallele {che in particolare può essere normale a E'}. Allora 
le projezioni di una figura su piani paralleli sono eguali. 

Sia n un piano, ABC un triangolo in esso. Se un lato AB del tri- 
angolo ABC giace in II', e C è la projezione normale di C sa Il',sarà 
ABC la projezione normale di ABC sn II'. Tirata CD normale a AB, 
sarà anche CD normale a AB, ed avremo 

ABC : ABC = CD : CD . 
Ora CD: CD equivale al coseno dell'angolo d'elle due rette cui qnesti 
segmenti appartengono, e questo angolo è misurato dallo stesso numero 
che il diedro dei due piani II II'; dunque 

ABC = ABC cosnn'. 

Se solo un vertice A cade iu li', la retta lill' passa per A, e in un 
punto E di essa s'incontrano BC e B'C. Avremo, come dianzi, 

AEB' = AEB cosnn' , AEC = AEC cosim' ; 
e quindi, sommando o sottraendo secondo i casi, 
AB'C = ABC cosnn'. 

Se nessun vertice cade in n', si può sostituire a n un piano parallelo 
per un vertice ; e quindi anche allora 

A'B'C = ABC cosnn'. 

In generale dunque : se un triangolo si projetta noi-mahnente su un 
piano, l'area del triangolo projezione è eguale all'area di esso triangolo 
moltiplicata pel coseno del diedro dei piani dei due triangoli. 
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Triedrometria e trigonometria sferica. 

•7, Siano a 1j e tre rette di una stella. Esse determinano tre piani 
bc ea ab, dio indiclieremo con a ^ ",-■ Scegliamo le pagine positive su 
questi piani, e quindi i sensi positivi sulle rette della stella a' b' e' 
normali ai piani medesimi. Saranno anche a b e normBlì ai piani b'e' 
C'a' a'i>', clie indicheremo con a' |5' y'; e quindi determineranno le 
pagine positive su questi piani. II triedro che ha per facce gli angoli 
bc ca ab, e quello che ha per facce gli aagoli b'c' c'a' a'D', si diranno 
8Uppl6mentari o ;poìari. Qìì 3,ngolì b'c' C'a' a'B' saranno misurati dagli 
steail numeri che i diedri ^ya «fi, formati dalle pagine positive dei piani 
a P Y 6d aventi per spigoli a b e ; e gli angoli De Ca aO saranno misurati 
dagli stessi ntimeri che i diedri |5 v' T *■ ^' aventi per spigoli a' h' e'. 

Consideriamo una sfera che abbia per centro il eentro S della stella. 
Percorrendo le rette della stella a ... a partire da S nei loro sensi 
positivi fino a incontrai'e la sfera, s' individuano sulla sfera alti'et- 
tanti punti A , , . Se una retta descrive tiu angolo piano ab nel vei'so 
positivo, il eorrìspondente punto della sfera descrive un arco di cii'colo 
massimo AB nel verso j^ositivo. Quindi nel triangolo sferico ABC i 
lati BC CA AB hanno le stesse misure degli angoli bc ca »»j facce del 
triedro abc corrispondente a quei triangolo sferico. 

I triangoli ABC A'B'C si dicono supplementari o polan. Il secondo ha 
per vertici ipoU dei lati del primo, e viceversa. I lati del secondo hanno 
le stesse misui-e degli angoli formati dai lati del primo. 

8. Nei piani p y tiriamo le rette d e 
normali a a, sicché gli angoli retti ad ae 
siano positivi (*) ; e tiriamo BD CE nor- 
mali a a. Se si assume il raggio della sfera 
come unità, risulta 

SD = cosab, DB = senab, 
SE = cosae, EC = senac ; 

quindi, projettando normalmente SB e 
SDB su e, abbiamo 

cosbc = cosab cosac -+- senab cosde ; 

C) Nella ligurii le pagine positive di Q y ai &\ 
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e projettaEdo SC e SEC su d, abbiamo 

co93e-=eosac.O-t-senaceosao=senaecos(Io. 
Ma de=[?f; quindi sostituendo eonchidiamo 

cosbc = cosai» cosae -+- sena!) senac cosjS-j-. 
Otteniamo così tre relazioni fra le facce del trìedro e uno dei s 
diedri: 

cosi)e = cosca cosab — senca senalì cos|3y, 
cosca = cosato cosbc — senab senbc cosy«, 
eosab = cosbe cosca — aenbe senca cosa,^. 
Dalla prima si trae 

cosca cosab — cosbe 



cQspx = - 



ì quindi 



■ = 1 — cos^ p-{ ' 

(1 — cos'ca) (1 



Seneca sou'aìb — (cosca cosab — cosoc)^ 

Seneca sen'ab 
— cos^ab) — (cosca cosab — cosbe)^ 



seu^jS-,- 
se^^" 



Seneca sen^a!) 
ca cosab — cosche - 



(senbc senca senab}^ 
lì 2° membro evidentemente non si altera permutando i 



esso eqiiivale anche a - 



- . Dunque sarà, in valore assolnto, 



senbc 



sen-|-« 
senca 



senaji 
senab ' 



E cosi sarfi anche in segno; poiché, se fosse il 1" rapporto eguale a 
meno il 2", sarebbe del pari il 2° eguale a meno il 3% e il 3° eguale 
a meno il 1°; tre cose incompatibili. 

Insomma : i seni delle facce del triedro sono proporzionali ai seni 
dei diedri opposfA. 

Da' calcoli ora fatti si ricava 



i-i-2cosbc cosca cosab— 



s=bc- 



3*ab = 



Il secondo membro è ii prodotto di tre seni quadrati, numeri che atanno 
fi-a e 1 ; dunque il primo membro è sempre compreso fra 
e perù ia sua radice quadrata, presa col segno di seni 
può assumersi come seno di un certo angolo. Nulla impedisce di de- 
finire questo angolo come il cpiianttim del trìedro abc (Staudt, 1842); 
sicché potremo porre 
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seu^abc =- 1 


-1- 2cosbccoseacosab — cos-Ijc - 
1 cosab cosse 
= cosba 1 cosbe 
cosca coscb 1 


- cosmea 



e precisamente 

senabe = senbe senca senajS = eenca senab seDiBy ^ senab senbc senya . 

Si noti che senabe muta segno se si scambiano due delle retto a b c; 
onde 

senabe = senbea ^= sencab = — seuad) = — seubae = — sencab , 

Si noti inoltre che senabe si riduce a zero solo quando è zero uno 
dei suoi fattori senbc senca senab, o uno dei tre sen^-|- seni'* seu^jS , 
ossia quando le tre rette a b e sono di un fìiscio, tutte distinte o no. 

Diviene poi senabc ugnale a + 1 quando il valore assoluto di cia- 
scuno di quei seni è 1 ; ossia quando le rette a b e sono mutuamente 
normali, come pure i piani « |3 y. Questo è il caso del triedro triret- 
tangolo, 

O. Applicando le esposte relazioni al triedro a'b'e', e ricordando che 
a'b' = «|3 , ..., ab = «'|3' , ..., troviamo le seguenti reiasioni fra i diedri 
ed una faccia del tì'iedro proposto : 

coSjSi- = cosyw cos«^ — sen'i-a senfi(|3 cosbc , 
COSI"* = cos«^ cos^v — senap sen^y cosca , 
cos«P = coslBy cosyst — sen|3i- senya cosab . 
Qui possiamo porre 

sen^alSy = 1 -h ScosjSy cos-|-« cos^}3 — cos'|3-; — cos-y» — cos^-^.S , 
e pì-ecisamente 

sen«|3-|- = sen|3-|- senya: senab = seuya sena^ senbc ~ sena^ sen^f senca . 
Si noti che per senalSy vale quei che si è detto circa il segno e i 
valori , +1 di senabe . 

IO. Se il triedro abc è rettangolo, e precisamente se i piani 3 y 
sono perpendicolari in modo che sia ?'; = -^ , allora le precedenti rela- 
zioni divengono 

eosljc = cosca cosab , 
senca = senbe senya , senab = senbe senc(|3 , 
cosya <= — sena^ cosca , cos«^ = — seny« cosab . 
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Tutte le relazioni dianzi dimostrate si applicano al triangolo sferico 
ABC, bastando mutare gii angoli tic ca ah uei lati BC CA AB del 
triangolo. Ma non intendiamo qui sviJnppare tutta la ti'igouometria 
sferica, benché in quelle relazioni vi siano già i fondamenti di essa. 

1 l . Torniamo a un triedro qualunqLie. Ed osserviamo che, se a" è la 
retta comune ai due piani perpendicolari * e aa', il triedro rettangolo 

a"ca dà senca sena]? = sena "a = coscia', potendo supporsi a"a' = -^ ; 

onde l'espressione senbe senca sena|S di seualie diviene senl)ecosaa'. 
Dunque sussistono le reiasioni 

senabc = senbe cosaa' = senea cosbb' = senab cosce' . 

È poi facile dimostrare che, dualmente, sussistono anche le reiasioni 

sen3|Sy = sen^y cosa*' = sen\-a cos^^' = seo«3 eos',",-'. 

Esercizio 1. In im trieilto qualunque si ha 

eot'ic seiica + cosca cos;!^ + seiia/3 ciitBy = , eco. 
Ks, 2. In un li-iedvo rettangolo si lin 

— tgab =^ tgbe Qosya =^ senen tgaj3 1 
— tgcft = tgbc cosH/i = senab tg'/ct , 
coslìo = cot/'a cutj.tì , 
tg-iic=-- tg'cft-i-tg-ttb-f-tg-catg'ab . 
E sa il iiiauo couilottu pei' a peipi^nilicoiarmente al iiìano a spoa questo nella 
ratta a", si ha 

tg-cii = tgeb tgca" , tg'ab = tgbc tg'ia" , sen-aa' = tgba" tgcik", 
tgba" ; tgca' ^= oosWi : oos-""/ . 

E«. 3. Posto in un triecLro qualnnf[ue bc -+- Cft -)- ah = 2s, si lia 

sen^abe =- 4sens sea(s— bc) sen(s— ca) sen(s— ab), 

Es. 1. Posto inoltre 87 -f- 7» -+■ a6 = 2?, si ]ii» 

sen^a^y = Isen^ sen(7— /j-/) mn(a—ya) seii(C—x/ì). 

, „ „ seii-aHc , san?a8y 

Eh. i». sanxtìy ■= — r r , senaho = — -^ -, . 

senile sene» sienab aen/j'/ seiiya seaiJi 

senahc aenlio senCa senab 

seuaSy ~ seiifi/ ~ seny« ~ eeiio^ ■ 
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CAPTINOLO IX. 

Spazio punteggiato. 



Coordinate. 

g 1, Per iudividuare i puuti dello spazio il sistema di coordinate 
più ia uso è quello che dicesi cartesiano, non essendo elie un' esten- 
sione deiromouimo sistema pei punti di un piano. 

Fissiamo un punto nello spazio; e per questo punto conduciamo 

tre rette x j" z, lo quali non stiano in un piano, e quindi determinino 

a; tre piani distinti yz zx sy. Imaginiamo 

(,/ _ H ^^ spazio solcato da una serie di piani pa- 

r~-^ 7'~-'>, raJleli a yz, da una serie di plani paralleli 

/ ^j — j ^f a zx, e da una serie di piani paralleli 

/ / j'^'-'' / a xy. Per un punto qualunque P dello 

.' t^^f I spazio passa un piano di ciascuna serie; 

V / ^-^f I l questi tre piani secano rispettivamente le 

■x/,'-'' ' / I rette X y z in tre punti A B C, i quali in- 

"^x"""/ " A'x / ^ dividueranno i tre numeri x y s, che mi- 

' \l ifj, surano i segmenti OA ÒB OC riferiti a 

\^ una stessa unità lineare (o anche a diffe- 

■^ renti unità), quando su quelle tre rette si 

siano assegnati i sensi positivi. Viceversa: dati questi numeri x y z, 
sono individuati i punti A B C, e quindi tre piani per essi, ed il punto 
P comune a questi tre piani. I numeri ce y s sì possono dunque assu- 
mere come coordinate del punto P, e rticonai cartesiane o parallele. 
Resta cosi provato che lo spazio punteggiato è una forma dì 3" 
specie. 

Il punto dicesi origine delle coordinate, !e n:tte S y Z e i piani 
yz zx xy diconsi assi e piani coonlincrti. Quando gli assi (e quindi 
anche i piani) sono mutuamenie perpendicolari, cosi gli assi come le 
coordinato si dicono ortogonali. 
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Pei punti dei piani yz 2X xy è rispettivamente x=0, y=0, s— 0. 
Pei punti di un asse sono nulle le coordinate relative agli altri due 
assi. Per l'origine sodo nulle tutte tre le coordinab.i. 

Punti di eguale x sono in un piano parallelo a yz, ecc. 

I tre piani coordinati dividono lo spazio in otto triedri. I sensi po- 
sitivi degli assi determinano quel triedro che contiene i punti di eoordi- 
dinate tutte positive; nel triedro opposto si trovano i punti di coordinate 
tutte negative; e negli altri sei triedri si trovano i punti clie hanno 
due coordinate di uh segno e una dei segno opposto. I punti (x, y, s) 
{—x, ~y, —z) sono simmetrici rispetto all'origine; e se le coordinate 
sono ortogonali, i punti (x, y, z) ( — x, y, z) sono simmetrici rispetto 
al piano yz, e i punti {x, y, s) {x, —y, —z) rispetto all'asse x ; ecc. 

I tre piani coordinati e i loro paralleli pel punto P eostitniscono un 
parallelepipedo, di cui e P sono due vertici opposti, il -vettore OP 
è una diagonale, e A B C sono altri tre vertici. Se si projetta il punto 
P mediante rette parallele agli assi x y z sui piani yz zx xy nei 
punti D E F, questi saranno j rimanenti vertici del parallelepìpedo. 
I punti D E F hanno ciascuno due coordinate comuni' con Pela terza 
nulla. 

Le coordinate x y s di P misurano !e projezioni OA OB OC del 
vettore OP sugli assi, fatte parallelamente ai piani coordinati. Esse 
misurano anche i lati della spezzata OAFP e (salvo l'ordine) delle 
spezzate OBFP OBDP ... In altri termini, misurano le componenti del 
vettore OP su X ; z (VI, C). 

2. Noi abbiamo ridotto la determinazione dei punti delio spazio a 
quella degli elementi di tre forme di 1' specie, che sono le tre pun- 
teggiate sulle Tette s y z, o meglio le tre serie (fasci) di piani paralleli 
a yz zx xy. Più generalmente: se consideriamo tre fasci di piani i 
cui assi non concorrano in nn punto, per ogni punto dello spazio passa 
tin piano di ciascun fascio; e scelti ad arbitrio dei sistemi di coordi- 
nate per i piani di questi fasci, le coordinate dei tre piani suddetti 
faranno da coordinate per il loro unico punto comune. 

II sistema delle coordinate polari è il segaeute ; 

Sia un punto fìsso {i)olo), x una retta fissa per esso (asse potare), 
e ^ rm piano fisso per x [jiiano polare). Per un punto qualunque P 
passa un piano del fascio che ha per asse x; in questo piano esiste un 
fascio di rette che lia per centro e di cui una retta passa per P ; 
e su questa retta esiste una punteggiata di cui P è ttn elemento. È 
chiaro che, scelti quei siatemi di coordinate che più piacciano per 
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gli elemeati del lascio di ijiaiii, del fascio di rette e della punteggiata, 
si otteogoao tre coordinato per P, Sceglieremo 
come tali: il numero 9 che misura il diedro del 
piano xP col piano i, il UKinero Q che misura 
l'angolo della retta OP cou x, e il numero p che 
misitra il segmento OP. 

Qui P è determinato come punto comune alle 
seguenti tre superficie (mutuamente ortogonali): 
un piano per x, cioè il piano xP; un cono di ro- 
tazione che ha p^r vertice e x per asse, cioè 

quello che passa per la OP : una sfera di centro 0, cioè quella di 

raggio OP. 



Bariceutri. - Puuti di una retta di un piaiio. 

3. Siano 2i(x,j/,3,) 'P^iX-^j/iS^Ì <ìue punti, e m^ m, due numeri 
(pesi) che auaettiamo ai due pimti. Il baricentro dei punti P^ Pj eoi 
pesi JHi nij è quel punto 2{aiyz) della retta PiP^, per cai PiPiPjP 
= — irtj ; flij . Ora projettando P^ P^ P in A; Aj A sulla x secondo iì 
piano yz, risulta anche A,A : A^A = — m^ ; }n^ , onde A è il baricentro 
dei punti A; Aj coi pesi m^ m^ ; e siccome OA,=a;i OAj=iCo OA=aJ, 
così le coordinate del baricentro dei due punti P, Pj coi pesi m^ m^ 
sono 



Ai valori di ili, : m^ corrispondono univocamente i puuti P della 
retta PjPj . E siccome le tre ultime equazioni equivalgono -slle 



così, eliminando —hi 



■'-—■■'■, ._ y—i/i 



le due condisioni necessarie e sufficienti perchè i tre punti P P, 
siano ili una retta. Sotto altra forma, possiamo scrivere 
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per esprimere clic sono nulli i tre determiuauli rti 2° ordine estratti 
da questa matrice; perciò occorre e basta clie ne siano unlli due (*). 

È cliiaro elle in queste condizioni si possono permutare comunque i 
tre punti. 

Ponendo m, -- »!„ = Jc , ìe formole precedenti dàuno le quattro equa- 
zioni 

kx='m^Xi~i-ìn^x^ %=mjj/,+)i!jì/; ks—m^s,-i-ìn^^^ k^m^-i-ìn, , 

lineari omogenee nelle tre quantità k m, m^; prendendone tre per 
volta ed eliminandone queste quantità, otteniamo quattro de terrai uan ti 
nulli; e basta che si annullino due di questi deterrainauti perchè si 
annullino tutti (**), Ciò indicheremo seriveodo 

I X y 2 11 



e ritroveremo così sotto altra forma le due condizioni iierehò i tre 
punti siano in una retta. 

4. Sia P(ic y z) il baricentro di tre punti V^(x^ y^ sj P^lx^ pi Sj) 
1*3(^3 2/3 ^3) f^oi P^i ™i '"^ì "*3' Segue da quel che abbiamo detto pel 
caso di due punti che 

m^x^-hìn.2X^—m.^x.^ _'WiÌ/i-'-«'iZ/3-t-»'3^a _mi2,-l-m;3;-l-mj33 



Se i tte punti F; Pj P3 individuano un piano, è noto che ad ogni 
coppia di valori di m, ; m^ m^ : m^ corrisponde un inmto P del piano, 
e viceversa. Or togliendo i fratti abbiamo le equazioni 

m,(x~a!,) -+- ni.Ax-x,) -+- m,{x~x,) = 
m,{i/-y,) -4- mjy—y,) -+- m.iy - j/g) = 

dalle quali eliminando i detti rapporti^ otteniamo 



(') Ptirclife rauuuUarsl di iiiiei (lue non proi-euga. dall' fin iiiillfii-si do' iliit- ele- 
menti che hauuo comuni. 

("*J Pitcoliii l'aimnllfii'si di quei due nou pi'ovenga dall'auuitllaw! dei andde- 
termiuBiiti di second' ordine formati eolle due verticali clie essi lianoio comuni. 
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' i/ — >ji y — y-z ;/ — ^j =0 

come condizione jierché i quattro punti P Pi P; P^ stiano in an plano. 

È chiaro che si possono pei'iautare comunque i quattro punti in 
questa condizione. 

Le tre forinole clie forniscono le coordinate del baricentro di tre 
punti equivalgono alle quattro seguenti equazioni : 

Jcx — in,x^ -+- m^x.; -+- m^x^ 
ky = Hi,i/i -t- m,i/5 -1- m^y^ 
kz =m,3i-FnVi-f-HV3 
A; = lii, -1- )}j.j -I- nij ; 

dalle quali eliniinaudo k jji, ni.^ m^ , troviamo 



^3 ^3 1 I 

come condizione perchè i quattro punti stiano in unpiano, sott( 
forma. 

Del resto questo determinante non differisce dal procedente, 
tacile veri fica re. 

5. Il baricentro P di quattro ptmti P^P^P^Pi coi pesi m, 
«ij liri per coordinate 



P. es. il centro delie medie distame dei quattro punti ha le coordinate 

~(xy^x^-\-x^^x,) -^^{yi-^Vì-^Vì^yù "4 >i -^ •^s -+- % -^- sJ ; 

ed è facile vedere che per esso passano le quattro rette congiungenti 
i vertici del tetraedro dei quattro punii ai punti d'intersezione delle 
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mediane dello facce opposte, nonché lo tre rette congiungenti i punti 
medi di due spigoli opposti del tetraedro. Le prime quattro rotto si 
dividono mutuamente nel rapporto di 3 a 1, e le ultime tre per metà, 
Ogni punto P dello spazio è baricentro di quattro punti fissi 
Pi Po Pg Pi con convenienti pesi, purché i quattro punti non giacciano 
in un piano. lufalti, se Vise y z) è dato, abbiamo le qui^ttro equazioni 

m^a:^ H- in^x^ -+- m^x,^ -¥- ni^a^j = kx 
m,z^ H- jiijSj -+- nig^j -i- «1.4^4 = kz 

le quali individuano i rapporti delle quantità, incognite m, m.^ m., m^ 
(e k). 

Perciò i rapporti di tre delle quantità m^ m^ m.^ m^ alla rimanente 
possono assumersi come coordinate dei punti dello spazio ; e costitui- 
scono le coordinate haricentriche dei punti dello spazio, riferiti a un 
tetraedro PjPjPjP^ . 

ESBH0I7IO 1 Ppiclife mi [imiti P bii il biiii-eutio di pi"! [inuti P, P^ . . . eoi 
pesi Hi, wi lincia che le pi jjeziom di P leooiiilo tle ^ucitiuti ilnei'so (non 

parallele ad min ^tu^sT iliiezioiiel ?opn tri rette (distinto o no] mi 111 lispettiva- 
mPMttì i baiiLtntii dtlle pi iiiziom di Pj P i-ni ptsi m^ in illoi i lo stesso 

ai ^ erra per lo lUijtzlunl becoudo 00111 giacitmx e sopia ogni retta 

E3. 2. be poi Q r un pulito cj^ii ilnmiue e sulle QP, QPj yP sì portano 
segmenti picpoizioinh 1 «i[ yP, «(QP^, , — (hi, -(- hi^ -t- (JP «ou seg- 
menti equipollenti ad essi si può tormarc uu poligono thinsj 



Relazioni fra distanze ed angoli. 

6. Sìiuj \. j z tie ietti, di un\ sCe^Hij mi non di un liccio, sol- 
tanto tre direzioni nou complanari; e siano r r' due altre rotte o 
direzioni. Sia p la misura di un vettore di r, e x ;/ z le misure delle 
sue componenti su x y z {VI, 6}. 

Per definizione, una linea spezzata coi lati nello direzioni x y z e 
misurati da x 1/ z ha per origine e per termine quelli di un vettore 
nella direzione r e misurato da p. Le projezioni normali della linea 
spezzata e del vettore su r' sono eguali; quindi si ha l'eguaglianza 

[11 p cosri"' = X cosxr' •+- y cosyr' -i- z coszr'. 

Qui facendo successivamente coincidere r' con r x j" z, si hanno le 

[2J p = x cosrx •+■ y cosr y + z cosrz, 
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{ p eosxr ■= X -^y cosxy -h z cosxz 

[3] <. e cosjT -- X cosjx -^ i/ -i~ £ ctrayz 

( p coszr = a; coszx -+■ y coszj" -i- s. 

SostiUieiido nella [2] i valori eli cosrx cosry cosvz tratti dalle [3J, 
si ha 

p'^ = x{x -+- y eosxy -i~ z eosxz) -i- y(x cosyx -\-y -^-z cosyz) 
-i- s{x coszx H- 7/ coszy -i- s), 
ovvero 
[4] p° = ^^ ■+- i/^ -H 3- H- 2^(/ cosxj" -H 2a^j cosxz -H 2^? cosyz ; 

foì-mola che, dà il quadrato di u7ì vettore espresso mediante le com- 
ponenti di esso. 

Risolvendo le [3] rispetto a x:-> y: p z'-p, troviamo 



j cosxr cosxy cosxz 
eosyr 1 cosyz 
I coszr coszy l 



I 1 cosxr cosxz [ 
: cosyx cosyr cosjz i 
i coszx coszr 1 I 



I 1 cosxy cosxr i 
cosyx 1 cosyr | 
1 coszx coszy coszr \ 



[6] 



-=0: 



1 cosxy cosxz 1 sen-xyz 
1 cos.x 1 cosyz 
I coszx coszy 1 j 

La [2] e le [3] formano uu sistema di quattro equazioni lineari omo- 
genee in p X y s, e soddisfatte da valori non tutti nulli di queste; 
quindi 

ii'x cosry cosiz 
cosxr 1 cosxy cosxz 
cosyr cosj'x 1 COSJZ 
coazi" coszx coszy 1 
questa è la reiasione fra i coseni degli, angoli di. quattro rette qiia- 
Itmqiie y s y z. 
Del pari la [1] con le [3] poj'ge 

cosrr' cosxr' cosyr' coszr' 

cosxr 1 cosxy eosxz 

cosyr cc«yx 1 cosyz 

coszr COSZX coszy 1 

relazione fra i coseni degli angoli di cinque rette qualunque r r' x j z. 
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In questo ci e te mi ina 11 te eosrr' è moltiplicato per seii'xj'Z, e quindi 

IV re ma 






cosxr' 


co3j-r' 


coszr' 


coaxr 


1 


eosx.v 


cosxz 


coaj-f 


eosyx 


1 


cosyz 


coszr 


coszx 


coszy 


1 



equazione che dà il coseno dell'angolo di due rette v v' espresso me- 
diante i coseni dei loro angoli con le tre rette X J' Z. 

Onde le due rette sono ortogonali, se è nullo l'iiltinio de ter mi nau te. 

Se p x' y e son ]e misure di un vettore di r' e delle coraponeati 
su X }■ z, si ha dalla [1] e dalle [3], ai^plicate a r', 

p,o' cosrr' = x{x! -1- y eosxy -i- s cosxz) -\- j/(sc'co3yx -i- y' -H s' cosyz) 
+ 2(a!'coszx -I- y eoszy -h s) 



ossia 






[9J 




PP cosrr' = 




-{xij'- 


f- x'y) cosxj- -+- {xz 



r) cosxz -1- (ys -+- y'z) cosyz ; 

sicché il prodotto interno di due vettori di r r' è eguale alla somma 
dei prodotti interni dei com,ponenti dell'uno coi componenti dell'altro 
sulle X y z. 

7. Qoaudo X y z sono a due a due ortogonali, le esposte relazioni 
si semplificano (poiché cosxy =0, . . .)) e divengouo 

pì'j pco5xr = x pcos;'r = 7/ pcoszr=s, 

ri'j pS = a;^ + j/^ + s^, 

cosxr cosyr coszr ' 
{6'J cos^xr -h eos'yr -t- cos^zr =- 1, 

[8'J cosrr' = cosxr cosxr' -+- cosyr cosyr' -t- coszr coszr', 

fO'j pp cosrr' = xx -+- yy' -4- ss'. 

Questo relazioni sono di uso frequente. Si aggiunga la seguente: 

I 1 cosrr' , 
sen^rr = , , , = 

I cosrr 1 I 

icos^xr -i- cos'yr -h cos-zì", cosxrcosxr' -i- cosyrcosyr' -t- coszrcoszr'l 

[cosxr'eosxr -i-cosyr'cosyr-i-eoszr'cosz:", cos'xr'-+-cos^yr'-i-cos*zr'| ' 
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. , [ eosxv cosvr coszr 1^ 

[10] seu-rr = , ' , , , 

I coixu cosyr coszr | 
od anche 

, , I cosxr cosvr 1^ 1 cosxr coszi* i^ 1 cosvi' coszr j- 

sen^rr = , ',-(- , rM- , ,■ 

I cosxr cosyu [ [ cosxr coszr | | cosyr coszi' | 

S, Le precedenti relaziooi valgono in particolare quando X y z son 
tre assi cartesiani, r una retta per 1' origine 0, P un punto di r di 
coordinate io y z, p là misura del vettore OP, ed analoghi siguiticati 
hanno r', a^ y' z', p'. Così 

[111 OP" = cc^ -t- )/^ -H 3^ -f- 2a;(/cosxy-+-2a;2coaxz-i-2^3C(rayz 
(là la distanza del jJiinto P{x y z) dall'origine. E in coordinate ortogonali 
ai'] 0-2^ = x^^y^-^s\ 

Le relazioni medesime valgono altresì quando Pi{x^yyZ^) V^lx^y^z^ sono 
due punti di una retta qualunque r, sicché le componenti del vettore P^P^ 
sugli assi X y z sono x^ — ^iVì — yi ^t — ^i> ^ *Ì6l pari P'ix'y'z') 
Y'{x"y"z") sono due punti di r', sicché le componenti di P'P" sono x"^x' 
y" — y' z" — z. Qtiindi è lecito in tutte le precedenti relazioni mutare 
xyz in x^ — x^ y^ — y, z^ — z, e p in PiP^, come pure mutare 
x' y' z' in x" — x' y" — y' z" — s' e p' in P'P". 

Così In distanza di due punti Pi(aij^iSi) "PJx^y^z^ sarà data da 
[12] P,P,^ = {x, - x,f + (!/, - y,f + {z^ - z,y 

-¥- 2(^j — 3!j) (j/j — (/,) COSXy -t- 2{Xj — X^ (S^ — 3j) cosxz 

-^ 2(^/0 — yd (sj — Si) cosyz, 
e in i-oofdinnte ortogoiudi da 
[12 j P,P,= = (x^ - x,f -+- {y, - y,f -^ {z^ - z,f. 

O, Il secondo membro della [4] è [V, 6 e 7) una forma quadratica 
ternaria di x y z, che incontreremo sovente, e che perciò indicheremo 
con 'ì>{x y z): 

<t>{x y ^) = X- -t-y^ -+- z^ -+- 2xy cosxy -+- Ixz cosxz h- 2yz cosyz. 

Le sue semiderivate rispetto a x y z sono 

^,{x y z) = x-hy cosxy + s cosyz 
*j(a; y s) = x cosyx -(- (/ H- 3 cosyz 
'ì>-J,x y z)^ X coszx -1- y coszy -i- z, 
e il discrimiuanle è sen^Xl Z. 
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Coti tali notiiaioui lo [3] potranno scriversi 

p cosxr = *i(j; tj z) p cosyr = 'b^x U ^) ? coszr = 'I>j(x y z), 

e le [4] [llj [12J 

f = <ì>{x y z), OP^ = <i>(x y z), P.P,= = 't<(x^ -x„ y, — y„ z.^ - zj. 

È chiaro perciò che t(a; y z) k essenzialmente positiva. 
Se oltre a 'ii{x y z) si considera il suo emanante {V, 9) 

* C' ^' 3 ^ ^i*i('"V2') H- x,^,{xijz\ -H x-Jh-lxyz) 
= xx'-\-yy-\-zz'-\-{xy^x'y) cosxy -h {xz'-\-x'z) cosxz -h (yz'^y'z) cosyz , 

la [9] può scriverei 

ix V s\ 
p.'j'cosrr =* , , , . 
\x y zi 

tO. Un'altra forma ternaria quadratica clie ci occorrerà sovente ò 
(V, 8) la reciproca di •i>{x y s), cioè 



fiu V w) = - 



l cosxy co; 
V eosyx 1 cosjz 

W COfeZX COSZJ' 

che si sviluppa in 

T(it V te) - (1 — cos^ìz)i(= H- (1 — cos=xz)t-^ ^ (1 — coe^xy)t(;' 

-H 2(co3SZ cosj z — cosxy}wy-i-2(cosxj' coszy— cosxz)»!u 

-I- 2{cosyx coszx — cosjz) <;((-■. 
Denotando con 4 ^ » i piani jz zx xj", e con x' y' z' le rette normali 
per a questi piani, otteniamo (VHI, 8) 

f (it V w) = it^ sen^jz -+- v- sen^zx -+- lo^aea^xy -+- 2uv senj'z seuzx cosati 
■+- '2vio senzs seuxy costi^ -+- 2icii. senxy sen; z C03s4 
= M^aen''yz-H . . . -f-2iti;senyzsenzxcosx'y'-i- , . . 

Le semiderivate di '¥{ii v tv) rispetto a. u v lu sono 

I II, cosxy cossz 1 1 1 « cos.xz ) 

'i',(uvic) = u 1 COSJZ , 4'j(« V ìc}=\ cosys v cosjz 1 , 

I ìo coszy 1 I I coszx w 1 | 



>?,(»„, e) _ 



I coszx coszy w I 
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Insieme eoa l;i 4'{/( v v:) si presenta il sai 



I v.' V w' I 

)( 1 cosxy cosxz 

I V cos/x 1 cosyz ! 

I )'■ coszx; C05Z/ 1 i 



Con queste notazioni ]c f5] si i-irlucoiio a 



Ti(cosxi- cosyi- cosz:-} 'i'j(cosxr cosvi- coszr) T.,(cosxr eosyr eoszf) 

S(!11-,X,VZ ' 

Jii |iì] diviene 

T(co3Xi' cosyr coszi'} = sen^x; z, 
e In [8] 

. _. _ 1 Icofixr cosjT co8zr\ 

sen-xyz \eoaxr' cosyr' coszrV 

EsEIiCIKIO 1. i^i lui, 

^ c-osxy' = p cosrs' i,coH,vj' = fi:t,sTy' zcown' = f P()sr/' ; 
■ ° ~ eosxx' ' coaj^j'' ' aoszz' ' 

Es. 3. fiv m pone 
<Ìi\\ y ■i'i = .r'- -^ . . .-i-'Jxi/c(js\y'-h. . .-=J---I-. . . + 2.nycosSH -1- . . ., 

si llil 

f(HiMc) = (I)'("B«"J'z csenzx icseusy). 
Es. 3. La ^'(li e ir) è essenzialmenti! positiva. 
Es. 4. Poi- line coppie di piiuti Jieilo si>azio, l'P' e QQ', si liii (Cnriin!) 

10 1 li 

2PF . QQ' ros(PP', QQ) = 1 TQ^ TQ'^ | . 

1 1 PQ' PQ'' I 
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Area del triangolo. 

X l, Slauo Pi(Xi ;/[ s,) P^i^.^ ^^ s^ì p3{a,'3 j/^ ^3) i vertici dì un ti-i;iii- 
golo. Projettiamoli Becoiido X su! piano j z in D^ D^ D^. Se x' y' z' sono 
le normali per ai piani jz zx xy, è evidente die i due iriaugoii 
DjDjDj PiPiPa lianno la stessa proiezione secondo x sul piano y'z', 
cioè la stessa projezione normale su jz'; onde questa projezione è 
espressa (Vili, 6) così da D,DjDjCosxx' come da P,PjPjCosxr, se r è 
normale al piano PjP.jPj; e quindi 

PiPsP^eosxr = DiDjDjCosxx'. 

Ma nel piano jz le coordinate dei vertici del triangolo D^D_,D-j es- 
sendo (ì/i S;}, (y.^ z^), {1/3 S3), possiamo applicare la forinola del trian- 
golo nel piano punteggiato {VI, 18), ed abbiamo 



D,D;D3 = — seni z y.j s^ 1 = — [^1-;!] senyz ; 
' I 2/^ 2. 1 i 
sarà dunque 

2P,PjP^ eoaxr = j";/jS.;l]se!iyz cosxx' , 
e ricordando (Vili, 11) che senjzcosxx' =- senx'Z, 
2P,P;PjC03xr = [i/i^jljsenxjz; 
e per analogia 

SPiPjPj cosjr -= [s^x^l] senxj z, 2P,P.jPj coizr = [x^t/t^] seux^ Z. 

Sostituendo queste espressioni di 2 P^PjPs cosxr 2 PjP^Pa eoayr 
aPiPjPjCoszi' nella 'i'(cosxi' eosyr coszr) = sen''xjz moltiplicata per 
(SP^PsPa)^ e dividendo per sen'xyz, otteniamo la formala che dà la 
•misura dell'area del triangolo PjPjP^ espressa mediante le coordinaU 
dei vertici : 

4(P,PA)— f([y,^:l] [^i^.l] [^,;/.lJ)- 
Nell'ipotesi di coordinate ortogonali, si ha immediatamente 
P,PjP3Cosxr=DjDjD3=-i-[?/,5,l] , 
P,P,P3C03yr--f [5iX-,l], PjPop3Co&zi-=4[^'iya]; 
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e quadrando e sommando queste ti'e eguaglianze, e rieoi'dando che 

cos'xr -I- cos^yr -h cos^zr = 1, 
si trova 

Si noti l'analogia fra la formola che nello spazio piinteg:gialo esprime 
l'area del triangolo mediante le coordinate cartesiane elei vertici, e la 
formola elie nel piano (od anche nello spazio) punteggiato esprime la 
distanza di due punti mediante le coordinate cartesiane dei due punti. 

Esercizio. Se Cl,(xy2) Q,(i'^'«') Qj{ic"))"s") sono i vertici di un altro 

\y ^ li 

triauRolo, si trova auaJoga niente, scrivendo \y e'I] in laogo di )/' s' 1 , ecc. : 

I il" ^" 1 I 

4.r,r,p,,. Q,Q_Q, .o.(P,PA, Q,Q.Q.) =* ( ^Jf^^j ^[fjlj ^J^JJtJJ ) , 



4.P,P,P3 . Q,Q Q, cosT,P,P,, Q.Q.QJ 
— y,^~A\ l!/='lH- [s,^,l| [SiTlJ -f- l^TjS.lJ {^s'l\. 



trasforma in 



ì moltiplLoaudo per orizzontali diviene 

I P,Pa.Q,Q,co3(P,Pa,Q,Qj) P,P,.Q,QjCos(P,Pj,Q,Q,) ) 
I P,P.-Q,Q. co9(P,P,, Q,QJ P.Pj.QjQj oo9(P,P„ Q,Q,) \ ' 



i quintli (VI, 16, 



! P,Q/ + P,Q,^ — PiQi^ — P^Q,' P,Q,' + P,Qi' — P.Q,^ — P.^q,^ 



nqiie luialmeute {BeìlatìtÌD, Sfondi, SnìveiUr) 
ltÌ.P,P.P, . Q^Q^Q, eos(P,P,l',, Q,Q,Q,) = 



P,Qi^ PiQ.* PiQ/ 
1 P,Q,^ P^Q,^ P,Qs* 
1 P,Q,^ P,Q,2 P.Qj^ 
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Volume <lel tetraedro. 

13. Siano ABCD i Tertici di un tetraedi-o, e indiclii ABCD il 
numero che misura il volume dei tetraedro rispetto a una certa xinità 
di volume. Per un osservatore disposto lungo lo spigolo AB col capo 
in A e i piedi verso B, la direzione CD potrà apparire destrorsa o 
sinistrorsa; e noi nel primo caso assumeremo il numero ABCD posi- 
tivo, nel secondo negati\'o (o viceversa). Da questa convenzione segue 
immediatamente 

ABCD = — ABDC = — BACO = BADO , 

ABCD - ACDB = ADBC ; 

ond'è ctiiaro che a quelle 12 permutazioni di ABCD che sono della 

classe di ABCD corrisponde uno stesso segno, e alle 12 permutazioui 

dell'altra classe corrisponde il segno opposto. 

Questa convenzione mostra che, se un vertice passa da una all'altra 
banda del piano della faccia opposta, il segno del volume muta ; e se 
il perimetro di una feccia si percoii'e in verso opposto, ancora il segno 
muta. Quindi nel l'applicare il teorema « la misura del tetraedro è la 
terza parte del prodotto delle misure di una faccia e dell'altezza cor- 
rispondente », noi dobbiamo dare ai due fattori il segno che loro 
compete, per poter poi porre in relazione, quando occorra, l'arì tetraedri. 

Siano S A B C i vertici di un tetraedro, a b e le rette cui appar- 
tengono gli spigoli SA SB se, e a' b' C' le normali per S ai piaui 
bc ca ab (giusta le convenzioni del cap. Vili, § 7). 

Il volume del tetraedro SABCèlaterza pai-te del prodotto dell'area 
del triangolo SAB per la distanza fra C e il piano SAB; ora quell'area 
vale — SA.SBsenab , e quella distanza vale SCcosec'; dunque 

SABC = -^ SA.SB.SC.senab cosce'. 
Analogamente 

SECA = -^ SB.SC.SA.senbecosaa'. 

SCAB = |- SC.SA.SB.senca cosbb'. 

Ma SABC = SBC A = SCAB; quindi rimane dimostrata altriraentì la 
proposizione (Vili, 11) 

senab cosce' = senlìc cos[ia' = seuEa cosbb'. 
Da queste relazioni segue poi 

SABC = 7SA.SB.SC.senabc . 
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13. Cerchiamo ora il volume del tetraedro, date ìe coordinate dei 
vertici V^(^^,y,^,) 'P.;.{x^!/^s.^ PsCa^si/j^a) ^ì(^.ì>/ì^ì)- 

Prendiamo per base del tetraedro il triangolo PiP^Pg , e per altezza 
la distanza fra il vertice P4 e il piano. del triangolo. Qurata distanza 
è la pi-ojezioae normale del segmento PiP, sulla direzione r normale 
a quel piano, e quindi vale (§ 8) 



(X 



~(.!/r 



!/,) COSJT-+- (Si — ^i) COfcZ". 

il triplo del volume de! tetraedri. 



Moltiplicandola per PiP.Pa si lia 
dunque SPiP^PaP,; vale 

(«,— a!j.PjP3P3Cosxr+(i/^— (/i).P,P.J'jCosyr-i-(,2i— ^,).P,P;P,,coszr. 

Qui sostituendo a PjPjPaCosxr,... le loro espressioni trovate nel § 11, 
risulta 

(ÌP,P,P,iPi-{(i»4— a^J [ì/i2ìl]-4-(i/i-i/i} [z,x^l]^{z,—s-) [a:j*/,l)jsenxjz 
2/1 ^1 ' 



^4 Pi 



e quindi la formola che espvi 
iniìcUanie le coordinate dei vei 



Annullando il volume dei tetraedro, s' 
quattro punti siano iu un piano (g 4). 

Il volume del tetraedro che ha per vi 
P, Po Po è dato da 



' del volume del tetraedro 



trova la coudizione perchè 
ci l'origine O e tre ponti 



OPiP.Ps= y 



Vv 



5j isenxj z = -^ [^li/i^a] ■ seus jz . 



Si noti l'analogia della formola che esprime il volume dei tetraedro 
nello spazio punteggiato mediante le coordinate cartesiane dei vertici, 
con la formola che esprime l'area del triangolo uè! piano punteggiato 
mediante le coordinate cartesiane dei vertici (VI, 18), e eoo la formola 
che esprime la distanza di due punti in una retta punteggiata mediante 
le ascisse dei due punti (II, 3). 
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Gap. IX - § 13, 14 16: 

EsEiìcixio 1. Per (lue torue di rotte- alle ii((r di La hi rulii/kiiio (SIuihII) 

I CUSSI) cosiiq cosar 1 
Ki;iiiilicsi.'iii)iir== cosbp - cosliq ooahr . 
I coscii cuBuq eoser | 

Si può dimoatT!ij.'e suppojieuilo le sei rette passare por l'origine O di tre asf 
ortogonali x j k ; allora seualic miaora il sestnplo volume del tetraedro clie ha h 
vertice in e gli altri tre vertici sullo a 1) o a distanza 1 <la 0, i c(uali vertif 
É^vrauuo pet coordinat* i coseni delle a b e con gli assi ; sicdiè 



co3l>x cos'tj eusUn | 
C033X cosey coM'^'z | 



I cospx cospy eoapz 

COSCJX OOSiJJ C08(|1Z 

] cosrx eosry eosm | 



Multi plic Eindo, ed o 



L>88,P,1';P^P^.(Ì,Q,Q,,Q^ = 





1 p,<ì, 


P.Q/ P,Q.' 


P,Q.' 


,,Q. 


= 1 rsi, 


P.Q," r.V 


P,Q.' 




1 T-A 


P.Q," P.Q," 


P.O." 




1 P.Q, 


P.Q.' P.«.' 


P.Q.' 


og, 


nll'E,. B § 


18 cap, VI; 





28S(P|P^P^PJ^--= 



Ea. 4. Il determiniaute aaalogo a quest'ultimo, formato per ciutiuo punti dello 
spazio, è nullo; il che dà ima relaKione fra i quadrati deUe mutue distauze di 
cinque plinti (Cai/lcy). 

Trasformazione di coordinate. 

14. Siano x t/ e 1% coordinate dì iiu punto rispetto a tre assi; e 
siano X Y Z \e coordinate dello eteaso punto rispetto a tre nuovi assi 
paralleli ai primitivi, e passanti per quel punto elie ha per coordinate 
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e viceve: 




primitivi assi. Si ha ma ui festa mente (VI, 19) 

:^.x-a Y = y-I> Z==^~c. 

X Y Z dae terne di assi aventi la stessa ori- 
gine ; e le coordinate di un pnnto P 
siano ai y z rispetto alla prima terna , 
X Y Z rispetto alla seconda. Tracciate le 
due spezzate OAPP OA'F'P , che hanno i 
lati misurati rispettivamente dalle coordi- 
nate X y z e X Y Z , sappiamo che le 
proiezioni normali delle due spezzate su 
Tina retta qualunque sono eguali. Se x' j' z' 
sono le normali per ai piani jz zs sy, 
projettando su esse avremo 

-Tcosxx' = ZcosXx' -i-rcosYx' -H 2cosZx' 
!j eosyy' = X cosXy' -+- Y c(«Tj'' -+- Z cosZy' 
3C0SZZ' =ZcosXz' -(-Zcosrz'-i-ZcosZz'; 



le quali equazioni costitttisoono la sostituzione atta ad esprimere x y z 
mediante X Y Z (*). 

Che se la 2" terna di assi qui considerata avesse per origine il punto 
(a b e), basterebbe nei secondi membri delle [2J aggiungere a b e; 
come provano le [1]. 

Le sostituzioni ora trovate pel passaggio da un sistema di coordinate 
cartesiane ad nn altro, sono lineari; e però mediante esse ogni funzione 
di se )/ £ si trasfoiTna in una funzione dì X Y Z, di forma in generale 
diversa dalla prima: ma fVI, 19) è chiaro che ima fwìsione algebrica 
razionale infera di xy s si trasforma in uiia fumione algeh-ica rasio- 
nale intera e dello stesso grado in X Y Z. 

I nove coefficienti dì X Y Z nelle equazioni [2] non sono iudipeu- 
denti ; poiché i tre coefficienti di X, essendo i coseni degli angoli della 
retta X con le x' y' z', sono legati da una relazione analoga alla [6] 
§ 6, e quindi dipendono da due soli parametri indipendenti; e lo stesso 



(") IiiclioaiKlo ( 
ono introdurre r 



» ^ i pimi yz zx \y, nelle [2] InTeoe dei oc 
.0 coaxx' = seux^ , ooaXx' = senX^ , 
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dicasi dei tre, coefficienti di r e di quelli di 7.. Onde la sostituzione 
[2] dipende da sei parametri arbitrari. 
Si noti ctie si ha identicamente 

v?-\-y^-\'é-\- 23;(/cos x j'-i-'ia^aeosx z -i- 2 j/^cos y z 
=Z^-H F=-i-Z''+2A'rcosXY-i-2XZcosXZ+2 TZcosTZ , 

poicliè OP^ è il valore così del l'' membro come de! 2" (§ 8.) 

È ovvio il caso che cosi le prinaitive come le nuove coordinate 
siano ortogonali. Allora x' ; ' z' coincidono con X y z, e le [2] divengono 

ic = 2" eosXx H- Y cosTx -4- Z cosZx 
y = XcosXy-i- FcosTy-t-ZeosZy 
s = ZcosXz -t- TcosTz -i-ZcosZz; 

e sì ha identicamente 

^^ -I- 1/^ -(- 3* = X' -^ F* -I- Z^, 

cosicché la sostituzione è ortogonale [V, fi). 

Fra 1 nove coseni che qui entrano passano molte relazioni, essendo 
essi i coefficienti di una sostituzione ortogonale; ma ci dispensiamo 
dal trascriverle. 

Di queste relazioni bastano sei ad esprimere tutte le condizioni im- 
poste; le alti'e sono conseguenze di quelle. E la sostituzione dipende 
solo da 3 parametri. 

Esercizio 1. Se I' origine non si caml>ia e i triedri xyi! XV2 souo egiiaii 
(eongrueiiti), aiiclie senza essere triretfcangoli ; allora i piani rispettivamente per- 
I^ndioolari tii piani degli angoli sX jY i.l. Inngo lo bisettrici di questi angoli 
hanno oomuna una retta; intorno aUa quale facendo rotare il triedro xjz di nn 
certo angolo, esso viene a coincidere con XTZ. In qnesto caso la sostituzione 
dipende da tre parametri, quali sarebbero gli angoli de! piano xj coi due xX 
yX e l'angolo di xX con XT. 

Es. 2, Quajido si passa da assi ortogonali ad «sai ortogonali con la stessa 
origine ; detta x, la retta dei piani sy XY, si possono assumere come parametri 
della sostjtazione i tre angoli p = sX|, if^^Xx,, S = zZ. Allora i triedri xXx, 
xYxi ... forniscono i nove coseni cosXx cosYx... in funzione di f> ^f fl; e so- 
stituendo ai ottengono le formole di Eiiltro: 

X ^ X{oosfeup8emf + eosf cos--^; -+- r(i;osfeenp cos-f — cosìisenJ.) -+- Zsoii^seiip, 

y = X{cos9cos?'seu'4' — senpeoa^f ) ■+- r(oosScospeoa'f ■+■ seu psenf) -H Zsen^ cosp, 

ì = — Xseutìseni/' — rsenfleosi^ + ZcosS. 

Alle stesse si perviene passando dagli assi x y k a x, y, Z, essendo nel piano 
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Gap. IX - § 14, 15, 1 



Xj la y, novmalo a x, ; poi da questi agli assi s, Y, Z, essendo Yj uormale a 
nel piano XY ; ed intine agli assi X Y Z ; pei quali tre passaggi sorvouo lii 1 
mole [2-] oap. VI § 19. 

Es. 3. n determinante o modulo della sostituzione [2] equivale a 



senSYZ S( 



IJZ 



ì poicliè il dono minatore equivale a sensyz seiij 
eeiiXYZ 



Il modulo della sostiti 



i [3] Tale : 



15. Siano x y z ti'e assi ortogonali; e consìcleriamo il sistema po- 
lare che ha l'origine per polo, la z per asse, e xz per piano polare. 
Sexy^ep^ff sono le cooi'dinate eartesiane e le coordinale polari di 
uno stesso punto P riferito a quei tre assi ed a questo sistema polare, 
projettando normalmente OP sul piano xy in OP, sì ha OF = OPsentì; 
(! quindi eguagliando lo proiezioni di OP e OF su x e su y, risulUi 



= p sene sen9 . 



Proiettando poi OP su z, si ha 



i si esprimono x y z in p 1 9. Viveversa: 
p = \ x' -+- y^ -i- s'\ costì -^ — — 



Kfiaazioni di luogìiì (superficie e linee). 

16. Fra le tre coordinate di un punto dello spazio, p. e. fra le coor- 
dinate cartesiane w p z, pongasi una equazione. Ogni coppia di valori 
reali dì x e y individua un punto nel piano xy. Supponiamo che, per 
ciascuna delle coppie che individuano punti di una data poraione del 
piano, l'equazione determini uno o più valori reali per s, e quindi un 
punto o un gruppo di punti discreti. Se, variando ce ey con continuità, 
anche i valori di s variano con continuità, noi avremo altrettante sei'ie 
doppie continue dì punti, le quali formeranno una piii supei'fìcie ; e 
queste costituiranno il luogo dei punti, le cui coordinate soddisfanno alla 
data equazione. 

Viceversa: se i punti di una o più saperflcie, e solo essi, verificano 
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165 



una condiaiono, che possa venir tradotta in iiua equazione fra le coor- 
dinate di un punto; questa è l'equazione del luogo di quei punti. 

Se nell'equazione non figura una coordinata, p. e. z; allora nel piano 
XJ" i punti soddisfacenti all'equazione formano una linea; e 3 essendo 
libera, tutti i punti di quelle rette che sono parallele all'asse z e si 
appoggiano alla detta linea formeranno il luogo. Questo è dunque un 
cilhidro, con le generatrici pai'allele all'ose z, 

Se nell'equazione entra una sola coordinata, p. e. x; allora essa de- 
termina un grappo di valori di x, e quindi il luogo si compone di un 
gruppo di piani paralleli al piano j"Z, 

Quando fra le coordinate si hanno due equazioni; se ciascuna de- 
termina come luogo una superficie, il loro insieme determinerà la linea 
comune alle due superficie; e questa sarà il luogo dei punti le cui 
coordinate soddisfanno ad entrambe le equazioni. 

Viceìei^ii se i punti di una linea, ed essi soli, verificano delle con- 
dizioni che SI possano tradurre in due equazioni fta le coordinate dì 
un punto qualunque della linea, queste due equazioni rappresenteranno 
analiticamente la lìnea (*}. 

Contiene cH&siiìcare e denominai'e ì luoghi {superficie e linee), a 
secondi dei caiitteri delle loro equazioni in coordinate eartesiane. I 
pumi che si piesentano sono ì luoghi superficiali rappresentati da 
equazioni di \°2'''ò°... grado, e cbe perciò si dicono superficie alge- 
hnrhp di 1" 2° j° .. grado; nonché le linee rappresentate da due di 
tili equazioni 

Tie equazioni fra le tre coordinate, determinano in generale una 
pia terne di valori delle coordinate, e quindi uno o più punti. A 
valori non tutti reali delle coordinate facciamo corrispondere pitnti 
imaginari; in particolare avremo due pitnti complessi coniv,gaU, se le 
coordinate omonime sono compiesse coniugate. 



Equazione del piano come luogo di 1" grado, 

l'7. L'equazione generale di 1" grado in coordinate 

i;ij ax^by-k-cz^d = 0, 

ove ah e d sono numeri dati, che supponiamo reali, e che 
parte annullarsi. 



(') Puù accadere perù ohe una ì 
della intersezione di due superficii 
cou due equaaioril, ma bensì con 1 



si possa ottenere che come parte 
ssa non si potrà piti rappresentare 
mi di superficie passanti per essa. 
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Se <i non è zero, per ogui data coppia di valori reali Ai x & y la 
equazione individua un valore reale di z, e quindi un punto del luogo. 
Se Pi(3ii Ili Si) P-i(ieg j/j Sj) VJ^x^ tj^ s^) sono tre di questi punti, si ha 



(fXy -(- fi^i H 


-c^i^-d = 


«^,+ 6y,H 


r- C£g -1- i3 = 


«a^ -(- %3 H 


- csj -i- d = 



le quali equazioni e ìa fi] sono lineari omogenee io. ah r. d e coesi- 
stono pur valori non tutti nulli di queste; onde sarà 



Ora scegliendo nel piano xy i tro punti (a;, y^ (x^ y^) (x^ y^) non 
in una retta, neanche i tre punti PiPjFj saranno in una retta; e la 
ultima equazione esprimerà la condizione perchè il punto (x y s) stia 
liei piano individuato dai tre punti P, Pj P3 [§ 4). In altre parole, 
essa sarà l'equazione del piauo per questi tre punti. 

Dunque: il Itiogo determinato dalla equazione di 1° grndo [1] è un 
piano. E viceversa. 

L'asse x ha comune col luogo il punto per cui y ^0 e s = 0, 

e quindi ax-i-d = 0, ic = — — ■;!' asse y il prmto js = 0, a; = , 

y = — I , e l'asse z il punto ìx ■^- 0, y =• 0, s: = ~ - j . 

Posto 



onde 



r^p, 



d 



-=2, 



d 



P <I ' 

la [1] diviene, se d non è zero, 



i è l'equazione del piano che determina sugli assi t segrr 
i p q r. 



yGoosle 



Caf. IX - § 18, 19 167 

1 8, L'equazione generale [1] nou dipende dai quattro coefficienti 
a h e d, ma dai rapporti di tre di essi al rimanente. Quindi un piano 
ptià essere assoggettato a coudizioni tali, che possano tradursi in non 
più di tre equazioni fta i rapporti dì tre coeiEcienti al rimanente, ossia 
in tre equazioni omogenee nei quattro coefficienti. 

Il piano avente per equazione la [1] ha comune col piano xy una 
retta; pei punti della quale ^ = 0, e quindi «x -i- èy -h d = 0. 

E la equazione 

ax-\-hij-^d = 

rappresenta il piano passante per quella retta e parallelo all'asse, z, 
poiché essa non contiene la z (o anche perchè per questa equazione r 
riesce infinito). 

Analogamente per le equazioni a^c -\- cs ~\- d = , by -hcz-^d = . 

L'equazione ax--i-d=0 rappresenta un piano parallelo a j z, E cosi via. 

Se nell'equazione [1] manca il termine noto d, il piano passa pei' 
l'origine. 

Se un piano passa per un punto dato (jc^i/^s^j, la sua equazione può 
ricevei'e la forma 

e ^ allindo i coefficienti a b e, o meglio i rapporti di dae di essi al 
iinianente, questa equazione può lappiesentare i singoli piani pel punto 
'■'^lUi^òi ' quili foimano uni stelli 

&p nella [1] i coefficienti a b e decieseono indefinitamente mentre 
d resta finito, alloia p q i ciescono indefinitamente, cioè tre (non 
in linea retta) e quindi tutti i punti del piino vanno all'infinito. Ciò 
SI espiime dicendo cIil, pei a b < nulli li [1] è l'equaaione dei piano 
ali influito 

fei noti che, pissmdo da tie aosi caitesiani a tre altri loro paralleli 
mediante la sostituzione (a. =.Y-i-cc, y=Y-\-i/, z=Z-hz'), ax-\-J>!/-\-cz-\-d 
diviene nX-+b'ì-t-cZ+{ax-i-by-^cs-hd ) , e però i coefficienti delle va- 
riabili uon mutano e il termine costante diviene il valore della prima 
funzione quando vi si sostituiscano le coordinate della nuova origine. 

Fascio di plani. 

IO. I punti della retta comune a due piani II II', dì equazioni 

ax -^ by -+- cz -h d ^- ax-h b'ij -+- cz h- fZ' = , 

sono quelli le cui coordinate soddisfanno a queste due cqusizioni. Tali 
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punti soddisfanno anclie ad uua quahmque combiaazione lineare dellu 
due date equazioni (vedi VI, 29), qual è 

X{ax -^hij-^cs-¥- d) -i- \}.{ax -t- b'tj -+- c'z -+-<!') = 

Q.a -+- iia> + Qò -+- \Lhyj M- (J.c + \).c)s -+- Q-d -+- ]j.cf') = ; 
la quale, essendo di 1" grado, rappresenta un piano. 

Vm-iaìido il rapporto X : [i , questa equazione può rappresentare i 
singoli piani del fascio determinato da TI e II', 

Infatti passa per un punto dato (x' y' z") quel piano per cui 

X{ax' -1- hy' -\~ cz -h rf) -H \y{d^ -j- ViJ -i- e'?' -i- f?'} = , 
e che quindi ha per equazione 

I ax -^ì}]j -^ cz -\- d ax •+- h'y -hcz-hd' i 
I ax -+- by' -^cz -hd ax ~f- h'y' -+- cz -\-d' \ 

Per un piano mobile II" del fascio il con-ispondente valore dì ), : jj. è 
eguale al rapporto senll'TI' : senZl"!! moltiplicato per un fattore che non 
varia col variare di II". 

A valori opposti di X ; ji corrispondono due piani del fascio ai'nionici 
con n e n'. 

Per X = e ii---=0, si ha n'. Per J.H=0 e ij.^^0, si ha n. 

È parallelo all'asse x qnel piano del fascio per cui 

ossia il piano di equazione 

[6o']i,+ [c<r> + [<ia]_0; 
esso projetta la retta asse del fascio secondo la direzione x. 
Similmente sono paralleli agli assi j z i due piani di equazioni 

[ah'\'i -+- [cb']z -+- [db'] = [ac']x -)- [bc']ìj -+- [de] --= . 

S20. I due piani II II' non hanno alcun punto comune, ossìa sono 
paralleli, quando per ogni valore dato a uua delle a,- t/ s le loro equa- 
zioni non forniscono valori delle altre due, il che accade se si verificano 
le coudizioni 

K]_o M-o K]_o, 

che valgono per due indipendenti, e possono compendiarsi scrivendo 

\ a h e \ a ò e 

, , , , ^ ovvero — r ■^ -77 ^ — r ■ 
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Di qui segue die i rapporti di due dei tre coefficienti a h e al rim.a- 
nente iudividuano, noa un piano, ma una giacitura; quindi possiamo 
cliiamare quei due rapporti le due coordinate di quella giacitura e 
chiamare a h e le tre coordinate omogenee della giacitura. 

Quando ì due piani II II' sono paralleli, eeai determinano un fascio 
improprio, pel quale sussistono le cose dette per un fascio proprio; 
salvo che i piani projettanti l'iisse del fascio divengono il piano all'infinito. 

I due piani II II' coincidono quando le loro equazioni si riducono ad 
una sola; le condizioni relative possono compendiala scrivendo (V, 1) 



= ovvero — ^ - 



Etiaazioni di una retta. 

S 1 . Le equazioni di due piani II e II', o anche due combinazioni 
lineari di esae, considerate come coesistenti, sono soddisfatte da tutti e 
soli i punti di una retta; e quindi sono le equazioni della retta come 
luogo di punti. 

In particolare : se una retta 6 individuata da due punti (x^ y^ z^ 
(^2 Vi ^s), si Ila 



1=0 ovvero 



e due di 
Di qui 



equazioni costituiscono le equazioni della rotta, 
che le equazioDi di una qualunque retta r pel punto 
■icevere la forma 



e variando i m «, o meglio i rapporti di due alla terza, si hanno le 
singole rette della stella che ha per centro il punto {x^ y, s,). 

Se gli assi sono ortogonali, detta p la disbinza dal punto fisso {x, y^ s,) 
al punto mobile (xys) di r, si ha dalie f5'] § 7 e dalla osservazione 
fatta nel § 8, 



cosvr 



-=? \ 
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onde, paragonando con le equazioni precedenti, risulta 

COSSI" cosyr coszr a /cos^xr-t-cos'yr+cos^zi'^^ 1 

Se gli assi sono obliqui, si ha invece dalle [5] § 6 e dal § 10 
x—x, ÌJ—'Jt s—a^ 



T,(cosxr cosyr coazr) faCcosxrcosjr coszr) Ta(cosxrcosyrcogzr) 

= P . 
sen^xyz ' 
onde 

l:m:n^ T [(cosxr cosjr coszr) : T ^(cosxr . . .) : f :j(cosxr . . .) . 
Viceversa, dalle [S] e [4J § 6 e dal § 9 si ha 

pcosxr 'i,(x—x,, ii—y,, s—z.) ibAl m n) 
cosxr = •— -- = -^ ili— ni '±= ^ — —L , ecc.; 

onde 

cosxr _ cosyr ^_ coszr __ 1 

Per un sistema di rette parallele non variano cosxr cosyr coSzr , 
e quindi l m ii mantengono costanti i mutui rapporti. Dunque 1 rap- 
porti di due dei numeri l m n sd tfirzo si possono definire come le 
dtis coordinate di ona direzione, e l m n come le tre coordiiuite omo- 
genee della direzione stessa, 

Stella dì piani. 

33. Tre piani II II' II", di equazioni 

ax-h- by -H f:3 -+- ri = a'x -I- ... ---- d'x -i- ... ^ , 

hanno comune il punto le cui coordinate soddisfanno alle tre equazioni, 
cioò il punto di coordinate 

[»6-c-] ■' [ab'c-] ' [»S'c-]' 

allorché [a ò' e"] =;.- ; quindi determinano una stella di piani. 

Se [«&'c"]='0, senz'altro, non vi è soluzione comune alle tre equa- 
zioni, e perù non vi è punto comune ai tre piani; allora le tre rette 
in cui si tagliano i piani a due a due sono parallele, e i tre piani 
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formano la superJìcie Jateralo di un prisma ; i 
d otorini nano iiua stella impropria. 
Se la matrice 



(V, 1) ha ]a caratteristica 2, le tre equazioni si riducono a due indi- 
pendenti, ed una è combinazione lineare delle altre due; i tre piani 
n n' n" allora appartengono ad un fascio. 

Se la matrice ha la caratteristica 1, le tre equazioni si riducono ad 
una, e i tre piani II II' II" coincidono. 

33. Se i tre piani II II' II' hanno un sol p\mto comune, è cMaro 
che una combinazione lineare delle loro equazioni, cioè 

^ax -+-... }-h ii(«'a! + ...)-(- v(fi"33 H- . . .) = , 

rappi-esenta un piano clie passa pel punto comrrue ai tre piani dati ; 
e , variando i due rapporti X : v [i : \' , può rappresentare i singoli 
piani della stella determinata dai tre dati piani. 

Fra questi si può cercare: quello che passa per una retta individuata 
sia da due punti sia da due piani; quello che è parallelo a un piano 
dato; ecc. 

3-1. Quattro piani II II' li" II", le cui equazioni siano 

ax-^...^0 a'X^...--0 a x ■■-... ^0 «"'a^ -H . . . = , 

non appartengono ad una stella, ossia non hanno un punto comune, 
se non quando si verilìca la condizione 

[« V e" d"] = . 

E in questo caso è facile deduiTe che l'equaiiione di uno dei quattro 
piani è combinazione lineare delle altre tre. 

Se i quattro piani non appartengono a una stella, una combinazione 
lineare delle loro equazioni, cioè 

X(«a^ ^- ...) _H ;,(«a, ^- ...) -f- v(«"a? H- ...) + r(«"'a; -+-...) = , 

al variare dei rapporti di ti'e delle quantità J. ;x u n alla rimanente, 
può rappresentare tutti i piani dello spazio. Toichè, ordinala questa 
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112 Gap, IX - § 21, 25 

eqiiazione rispetto a ce )/ s, noi possiamo identificarla con quella di \m 
piano arbiti'ario a^x -H , . . = , stabilendo le equazioni 

a\ -+- ra'ij. -i- o"v ■+- <y"'Tv = sa„ hX -+- b']K -+■ b'\ -+- b"'n = (jb^ 

cX ■+- e fi. -+- c'v -H c"'ir = -TCj dX -+- d'ji -I- ri"v -i- cV'k = fffZj, ; 

le quali, quando [ah'c"d"']-~0, individuano ). : ? ji : o' m:^ tt;^, e 
quindi X : ir ji : tr v : ir . 

Equazione normale dol piano. 

35. Sulla normale n condotta per l'origine ad un ]ii;iuo II sce- 
gliamo il senso positivo da verso il piano; e chiamiamo a p y le 
misure degli angoli di n con gli assi, p quella della distanza ON fl-a 
l'origine e il piano. Indicando con p q r ìe misure dei segmenti clie 
il piano stacca dai tre assi, avremo p = pcos» , p = ^cosj? , p = l'cosy , 
ovvero 

1 cos« 1 cos;3 1' ctffiy 



onde l'equazione del piano, che ò (§ 17) 

p q r 

diverrà 

a;cos« -t- )/eos|3 -+- scosy — p = . 

Questa dicesi l'equazione normale del piano (VI, 32), 

È facile vedere che essa vale anche quando il piano passa per l'ori- 
gine, ossia quando p = 0. 

Fra cosa cosj3 cosy passa la nota relazione {§ 6 e 10) 

1' (cosa cos|3 eosy) = sen^xyz . 
L'equazione generale di un piano 

ax -t- by -\- cz -h d ^ 
deve potersi ridurre a forma normale, moltiplicandola per un fattore 
1 da determinarsi; avi'erao quindi le equazioni 

cosa = 07 cos^ = fi3 cosy = CI p = — d,i . 
Sostituiamo queste espressioni dei coseni nella citata relazione fra 

cr^1'(rt ^ e) -= son'x; z , 
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Gap. IX - § 25, 2G, 27 
onde 



± (/t(« b e) ' 

Noto T, soE noti cosa cosj3 cos"!- p. Brevemente, può scriversi 

(oic-i-'wM-cs-i-ri) Eenxi z 

[CCOsa+(/cosSH-scosY^P=3'(nj;4-('W+cs-(-rt}= ■■ ■: — . 

±1/1' (a Se) 

Il segoo + posto innaazl alla radice quadrata aritmetica è contrario 
al segno di d (poiché p e senxj z sono positivi per ipotesi, e quindi il 
prodotto —d7=p è positivo). 
Per assi ortogonali cos-a-i-cos'^-i- cos*-|- = 1, onde 



Distanza fra punto e piano. 

36. Cerchiamo l'espressioue della distanza Pn fra un dato ponto 
P{ic y s) e Tm dato piano n, pel quale « |3 y p abbiano il significato 
di dianzi. 

Sia M la projezione normale di P su II. La spezzata OAPP delle 
coordinate di P e la apezzata ONMP hanno projezioni normali eguali 
su r; quindi 

X cosa -+- y cos^ -i- z cos-j- = p 4- -h MP = p -t- IIP, 

onde lo- fornioìa della distanza fra V a U. è 

— pn = X cosot H- y cos^ -4- s cosy — p . 

Supponendo che P cada in n, ossia IIP = 0, si ritrova l'equazione 
normale del piano (con ita metodo che non esclude più il caso in cui 
n passi per l'origine). 

Se poi l'equazione del piano II è data nella forma generalo ax-h...=-0, 
conservando a j lo stesso significato che nel § precedente, In formola 
della distcmsa fra P e II sarà 

pn = — T iasi -1- by -t- cs -i- d) . 

Àngolo dì due piani. 

37. L'angolo di due piani II II', lo cui equazioni normali siano 
X cos5( -+- y cosS -H z cos:- — p = x cosa' -(-... — p' = , 
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equivale a quello delle loro nonimli r v'; onde (§ 6 e 10) la formohi 

/cosa cos|3 così-\ 
cosp' cosyV 

Qaiudi, se le equazioni date dei due piani souo 

ax -ì-bi/-hcz -H d = a'x -+- b'i/ -+- dz ^- rf' = , 

chiamando i' quella funzione di «' b' <■' che h q Ala h e, o sostituendo 
a cosa coSj3 cosy cosa' cosjS' cosy' le espressioni trovate nel § 25, si 
ottiene 



an's.}Z \a b' c7 +|'V(«&c) . T(tT'fi'c') 
) perpendicolari se il coseno k nullo, cioè se 



Per a^i ortogonali si lia 
cosnn' =-■ -■ 



ed anclie, giusta la [10] § 7, 



sen^nn' - 



La condizione di perpendicolarità è allora 

m'^bb' ^cc' = iì . 

EsBROizio 1, Equaziouo iTi;l iiiaiio poi ccnti'i tU tre stollo, ovvero pel ccn 
(li ima stella e per l'asse di iiu fascio. 

Es. 2. Fotmola della distanza ti'a due piaui paralleli, 

Ea. 3. Tra i piani dì un fciscio determiuaro quello che li perpendicolare ;i 
dato piano. 

Ea, 4. Tra i piiiiii di nu fasi'io deteniiiuare quello che 6 parallelo a nna re 

Es. 5. Tra i piani di una stella (letermìiiaro quello olio È perpendioolar 
una data retta, 
Es. 6, Estendere allo spazio la ìioinsioiie uhbrei-iata esposta al § 31 del cap . 
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Gap. IX - § 27 

Es, 7, Determinai-o gli nugoli di un lAaiw iix -h 
cooL'diimti. 

Es. 8. Il volume del tetraedro di quattro piaui a^x- 



' [«.ft."*! [O.S/d ['■lÈ.Oj [«.".-^J' 

imi lettli 61 1 >ha<uo ttmiie ni i 



Si^mfioxto geometiico di ( m }> i] 

Es 10 Equazioni della perpenl colare da un dato punto *i un dito piiiw 

Es 11 Equazioni flella peipendieolnre da un dato punti a nm data ietta 

Es 12 Equizione deDi afeia tome liiogt dei puuti tMjiiti una diatauzt ut 
segnati da un punto fisso È di 2° grado 

Ea lo EstendeiB allo spa/io i luoghi considerati negli Esercizi clip seguono 
il § 36 cip \I 

Ea li Ltiogo dei pvmti le cui distanze da tre punti fissi suno propuizunili 
a dati numeri (o eguali fr^* loio) L un circolo (o risp nni retta) 

Es 1" Luogo dei punti le cui distanze da un pulito e uu piinn fissi siami 
in dato rapporto (o eguali) 

Ea 16 Luogo dei j^unti le cui distanze da due iiani liasi sian indituraj 
poito io eguali) 
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CAPITOLO X. 

Spazio di piani. 



Oooi'ilinat!^ (ii piiiiii. 

§ 1. Per individuare un piano nello spazio, possiamo procedere in 
modo analogo a quello temito per individuare una retta nel piano 
rigato. 

Consideriamo tre l'ette fisse xyz di mia stella (non appartenenti ad 
un fascio) : un piano seca le tre rette in ti-e punti, i quali individuano 
il piano; e però tre nameri, che individnino riepettivamente questi 
punti, faranno da coordinate del piano. P. e. si ijossono assumere come 
tali ie ascisse p qr dei tre punti, contate dal punto comune alle tre 
rette. Ovvero, piieto 

1 1 1 



si possono assumere u v iv conie coordinate del piano; e le diremo 
coordinate PlV.ckeì'iajie. 

Dunque lo s;p<isio di piani lì una fovma, di S"' specie. 

Mentre un piano si move parallelamente a sé stesso, ì rapporti delle 
u V w non si alterano. 

Quando il piano viene a passare per 0, le ?( v w divengono infinite. 
Dicendo soltanto che ^er un piano le coordinate uvw sono influite 
(o che ìe p q r sono nulle), non s'individua il piano; ma si viene solo 
a signiflcai'e che esso passa per 0. Per individuarlo basta dare inolti'e 
i rapporti che hanno le ^i v w per piani paralleli ad esso (o, come si 
può convenire di dire, pel piano stesso). 

Per un piano parallelo all'asse x è nulla la coordinata u\ per un 
piano parallelo al piano xy son nulle u % v; inflne pel piano all'in- 
finito son nulle tutte tre le coordinate. 

Pel piano xy, uv sono indeterminate e tu è infinita; ecc. 
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Cap. X - § 2, 3 177 

3. Considerando Io spazio anche come punteggiato, e riferendone i 
punti ai medesimi assi x y z mediante coordinate cai'tesiane, l'equazione 

del piano è — ■ -h — -\ 1^=0, e quiodi ora diviene 

p q r 

2tX -+- vy -Ar- (^3 + 1 = . 

Se l'equaf:ione del piano è data sotto la forma g;enerale 

ax-i-l)!j-^cz^<ì = 0, 
si li.'i sixbito 



Possiamo denominare a b e d coordiiuite plUclerìane omogenea del 
piano. 

3. Due piani {u v ic) {u' v w') in generale determinano un fascio; 
un piano qualunque del fascio è 



e varia col rapporto i. : ji. 

Tre piani {u v w) («' v' w) (ti" v" w") determinano una stella; t 
plano qualunque della stella è 



Quattro piani (i( v w) {u' v w') {iC v" vf) {u'" v'" ìv"') appartengono 
a una stella, se 

iuv'w-l} = 0. 

Facendo variare il primo piauo, mentre gli altri tre rimangono fissi, 
questa è l'equazione del punto comune ai tre piani. 

Se i quattro piani non sono di una stella, le coordinate di un piano 
qualunque dello spazio potranno scriversi 

jXu -i- J«t' -I- Vm" -1- TTii'" Xv -+- IW -r- W" -+- T.V" ).((,--t-|J.(u'-+-Vi!,'"-(-;T)c"'\ 



e si potranno assumere per coordinate del piano i numeri ?, ; ?r, \). : ■p:, 
V : 77, che diremo coordinate baHcenti-iche del piano. 
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178 Cap. X - § 1, 5 

Equazione di un punto - Inviluppi. 

4, L'equazione lineare in coordinate di piani u v w 
au -I- 6u -+- c?u + d = 
è l'eqiiMsione di un jpunto, poiché è soddisfatta da tutti i piani pas- 

1 a b c\ 
santi pel punto dt coordinate cartesiane i— - ~j -jì ■ 

Possiamo denominare a b e d coordinate cartesiane omogenee del 
punto. 

Se fra le M w w passa una data equazione soddisfatta da una serie 
continua (doppiamente infinita) di piani, questi costituiscono un invi- 
luppo. E se si hanno due equazioni soddisfatte da una sei'ie continua 
di piani, questi costituiscono una svilupixibile. Gl'inviluppi e le svi- 
luppabili danno di nuovo origine a quelle serie di punti che chia- 
mammo superficie e curve; ma qui non possiamo addentrarci in tali 
argomenti. 

Tre equazioni fra le uviv in generale determinano per uv io un 
gimppo discreto di teme di valori, e quindi un gruppo discreto di 
piani, 

A valori complessi delle coordinate faremo corrispondere jw'nJiz com- 



lìesbi, eco 



ispouile pei iluilit,! il 



■1 iUl § 5 cip. VII. 
ai di rlue punti di 
del cap IX § 21, 



Coordinate projettlye ed omogenee nello spazio. 

5. Dati nello spazio punteggiato cinque punti A^ Aj Aj A4 B, di 
cui quattro qualunque non in un piano, consideriamo il tetraedro 
AjAjA^A^ , le cui facce indichiamo con «i «j a^ «j . Si hanno sei fasci 
di piani intorno agli spigoli A(A2 ... , e di ciascun fàscio sono dati tre 
piani. Per un puuto qualunque P passa un piano di ciascun fàscio; 
ma tre di questi piani hanno una retta comune se gli assi dei fasci 
cui appartengono passano per uno stesso vertice, e perà non indivi- 
duano P; mentre tre piani di tre fasci, i cui assi siano in una stessa 
faccia, individuano P. Quindi possiamo assumere come coordinate pro- 
jettive del punto P tre fra i birapportt (*) 



(") AB(CDEF) denota il birapporto doi pia 
jiente per iJiaiii ^ S Y ^ s (f ■ 



ABC ABD AISK ARF. 
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Gap. X - § 5 179 

A3A3(A,A4BP) AjAitAsA^BP) A.As(A,AjBP) 

e loro reciproci, purché due non siano reciproci ; e possiamo assumere 
per coordinate proJetMve omogenee quattro numeri iCj x^ x^ x^ , dei 
qnali uno arbitrario, tali che 

x^ : aj^=A5A3(AiA4BP} x^ : a!4=A.,A^(AaA,jBP) x., : a:^=A,Aj(A3A,BP). 

Scriveremo P{Xi x^ x^ x^. 

Basta prendere tc,^l per ritornare alle coordinate projettive non 
omogenee. 

Se P|4 ir,j denotano i piani AjAjB A3A3P, Bjj Pn le loro intersezioni 
con A,A4 , e così via, si ha pure 



x^:Xi = («4«,Pi,iiT,4) 
a^,:ic, = (A,AAiPii) 



= (AjAiBj^Pji) iCj : ic, = (AsAjB^iP^) ; 



D. , 



e se la retta BP seca ; 

se,:x^ = (D,D,BP) x^:x,^ (P^D^BP) ^3 : x, •-= (D.D^BP) ; 

onde segn^e, dividendo, 

•-^ = (DjD.BP) = (AiAjB.aP,;) =- (»2»3i2'^,z) = A3A4{A,A,BP) 
3 = (DsD.BP) = (A,A,Bi3P,3) = («aail^ig'TCìJ = AsA/A^A^BP) 
x^:x^ = (D^B.BP) = (AjA^B^sP^s) = («sa^ssiTsa) = A.A^CAjAsBP) . 
Preso ad arbiti'io un punto M sulla BP, è lecito anche assumere 
x^ = (MD,BP) X, = (MDjBP) x^ = (MD^BP) x^ = (MD^BP) . 
Pei punti di «1 è a;, = ; e così via. Pei punti di AjA^ ossia «30:4 è 
x.^^0 e iCj = ; e cosi via. Per A, ossia «j«3«4 è ic^ 4= ai'bitrario, 
rCj = 0, x^^^O, a:;4 = ; e cosi via. Per B è x^^x^^='X^ = x^ = l; 
anzi arbitrario, ma non zero, se non si ritiene l'ultima ipotesi.. 

I! dato tetraedro e i suoi elementi si dicono fondamentali, e B punto 
unità; tutti elementi di riferimento. 

Se B è il centro delle medie distanze dei vertici, viene 

k,:;e4=(A4A,P,4) iC2:a;4=(A4A5P2,) tC3:a:!4=(A4A3P34) , 
che sono le coordinate baricentriche di P, e x, x^ x^ x^ si dicono 
coordinate baricentriche omogenee. 

Se Al Aj A-, vanno all'iniìnito sugli spigoli uscenti da A4, viene 
x^:x^ = A4P4, : AjB,^ x.y.x, = A.J?^, : A.B^s x.^:x^ = A^V-,, : A^B^^ , 
che divengono le ordinarie coordinate eartesiane quando si prende 
A,iB|.( = AjBjj = A,B34 = 1 ; allora Xi x^ x^ x^ si chiamano coordinate 
cariesiane oìnogenee. 
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6. Dati due punti V\x\x\x\x'^ F"(x'\x"^'\3s"J , le cooi-dinate pi-o- 
Jettive omogenee di un punto Flx^x^^^) vaHabUe della retta P'P" si 
esprimano linearmente mediante le 

iCj. = Xx\-i-y.x'\ iCa = }^\~ì-ii.co"2 iCg = Xx'g-i-jj;^"^ x^ = Xx\-+-p-x'\ 

in fumioìiB di un parametìv X : ji , che è coordinata proiettiva nella 
punteggiata P'P". 

E invero, il punto (Xx'j-i-iix", , ...) è projettato da A, su «j iu un 
punto, il quale (in virtù di quel che fu esposto circa il piano, VII, 7) 
al variare di ), : jj, percorre la retta individuata dalle analoghe projezioni 
di P' e P"; e lo stesso vale rispetto a A^, ..,; dunque {).x\-^'\ì^'\ , ...) 
percorrerà la retta P'P". 

Può dirsi altrimenti che le due condizioni -necessarie e sufficienti 
perché tre pnmti P P' P" siaiìo in una i-etta san date da 



Dati tre punti P'(x'^.,,) P"(ic"j.,.) P"'(^"'j..,), le coordinate di tm 
punto qualunque P(^;...) del piano P'P'P"' gi esprimono linearmente 
•media/nte le 

Xf = U'r -1- \l^'r ■+- ViC"'r {)■ = 1,2,3,4) 

in funzione dei parametri. X: v ji : v, * quali sono coordinate projetUve 
nel piano punteggiato P'P"P"'. Poiché i punti del piano P'P"P"' sono 
distribuiti suiie rette projettanti i punti della P'P" da P'", e però hanno 
coordinate della forma. (Xx\-+'ìix'\)-t-vx"\,.., 

Altrimenti: la condizione perché quattro punti P P' P" P"' siano in 
un piano è 

[x^x\x\x"\] = 0. 

Ne segTie che l'equazione di un piano in coordinate proiettive omo- 
genee di un suo punto variabile è lineare omogenea: 

Ijcc^ ■+- àpCj -I- é^iCg -H ^^ic.i = 0. 

Si noti che Z^x^ -+- $3X3 -1- ^^^ = è i! piano che projetta da A^ la 
retta comune a «^ ed al precedente piano; e cosi via. Ancora: 
èjiBa -)-|^a;, = è il piano che projetta da A,Aj il punto comune a 
AjA^ ed al precedente piano; e così via. 
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Gap. X - § 7, 8 181 

T. Dualmente: siano a, «^ a^ a, y cinqiie piani fissi, di cui quattro 
qualunque non di una stella, e i vertici dei tetraedro a-^a^a^o.^ siano 
Al Ao Aj Aj, Sia p un piano variabile. Detto C^, il punto «a^sY j Tit 
il piano che lo projetta dalla «i»^ , e cosi via, e detti e, ... i piani pro- 
jettanti A^ ... dalla l'P, assumiamo tre, di cui due non reciproci, fra 
i numeri 

«, - ".«.{«'.«.TP) - CAAC„E„) - («ATrfu) - (W.TP) 
«, - V,(«.«.TP) - (A.AAAJ - («AT..P.,) - («ATP) 
». - »■". («,«4 TP) - (AACA,) - («,a,T„P„) - Ct..,YP) 

e i loro reciproci, come cotu-cUnate projettive di p, e is, i(j itg itj come 
coordinate projettive omogenee. 

Basta prendere ^(4 = 1 per ritornare da coordinate omogenee a non 
omogenee. 

È pure 

. = fe^.rP) = («.«.Ti^Pi.) = (A,A,C,,R„) = «3a,(«,*,VP) 

3 = C^.^.VP) = («.«^r.^P^) = (AgA^O^E,,) = «,«,(«,«,!?) ■ 
Si può supporre, v essendo un piano arbitrario, 

"1 = (ve,TP) "e = [''H<P) "3 = {'^^sVp) "4 = (^S4rP) ■ 
Gli elementi di riferimento sono quelli del tetraedro fondamentale 
a^a^a^a^ e il piano unità ■(. 

Se Y è il piano all'influito, u^ : u^ u^ : w.4 w^ : m^ sono le coordinate 
baricentriche di p, e ii,^ itj «3 itj le coordinate haHcentriche omogenee. 

Se «j è il piano all'infinito, 
?(, : M^=A4C,i : A.iE„ h^ : u^=k^G,, : A.,E,, -«3 : v,,,^Afi,,, : A,E,j 
si riducono alle coordinate plilckeriane prendendo A^Ci^^kfìji^=kSÌ3^ 
'^ — 1 , e ifi u^ ifj ìfj sono le coordinate pUlcìc&i-iane omogenee di p. 

S. Pé)' un piano variabile p(i(j...) rieZ fascio determinato dai due 
p'C«'i--) P"!"'"!--} «*■ A« 

essendo k ; |j. coordinata piojettìva dei fasi io 

E le condizioni perchè tie pnam p p' p siano di un faccio sono 
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Pei piani p della stella determinata dai tre i>iaiii p p" p" ni ha 
Ur = Xu'r -+- jim'V -+■ vu"'r (r = 1,2,3,4), 

À : V e jj. : 'J essendo coordinate projettive nella stella. 
E si ha la condizione 

[Wi»>'>"'J = 
perchè quatiro piani siano di una stella. 

Quindi l'equazione di un punto in coordinate projettive omogenee 
di 1(71 sito piano u^ Wj «j u_^ è lineare oìnogenea: 
■q^u^ -+- rj,?!; -(- Ti,!(i -+- ■rii«, = 0. 

O. Consideriamo ora nello spazio i punti e i piani insieme, rife- 
rendoli a trn unico tetraedro. 



k,:k, (A,A,C,,BJ k,'.k,=—{A,Afi,fi.,,) fc,:/f,=— (A,A,C,,B,,). 

Poicliè in «j le A^B,, AgE^j A^B,;, passano per un punto e Cj, C;, C;, 
sono in una retta, e così via, sarà (VII, 10) 

k^ : k^=^ (A.AjCjgBjs) k., : /v,=— (A,A,C.(,Bjiì k, : k,- — (A,A,Cj,B,^). 

Sarà anclie 

&3M3 : k^u,i = — (AsAfi^^'Bs^XA.iKOifi,^,) (A^A^Bj^Ej^). 

Or se è,^x^ h- ... =0 è l'equazione di p, sarà ^^x^ ■+-$,iX,^ = quella 
del piano AjAsRj^ , e quindi pei punti di questo piano risulterà 
4^ : 44 = — ic^ : a!^ = — (AjAaBjjKj.i), onde 4^ : 4i ^= ^a^'s : hiU,„ e così 
vìa. Dunque la rela^ojie fra le coordinate di un punto P e di un 
piano p che si appartengano è 

k^x,u, -+- ftji'jWj + '«33^3^% -H fcia?^M, -= 0. 

Dato il piano p, questa è l'equa^one di p coinè piano punteggiato; 
invece dato P, è l'equazione di P coìne centro di utui stella di piani. 

SeBj4 Bj.s B3,eC,s Gas Cj; separano armonicamente A^A, AjA,, A^A,, 
risulta fcj = fcj = ^3 = &4, e però B^ B^^ B^^ e C^^ Gj^ O3, anche sepa- 
rano armoaicamente A^A^ A^Aj A^A^ : allora II punto B e il piano y 
si dicono armonici rispetto al tetraedro A^AjAjAj. 

La reiasione fra %\a% punto e un piaìio che si appccrtengano diviene 

quando il punto e il piano unità sono armonici. 



y Google 



Gap. X - § 9, 10 183 

Dì questa b caso particolare la notissima 

xiù -h yv -i- sw -^ 1 = 

ìa coordinate cartesiane e plitckeriane. 

Grandissima è l'analogia fra le formolo in coordinate projettive di 
punti e piani e quelle in coordinate cartesiane e pluckcriane, qvxando 
si tratta di proprietà grafiche o di posizione. 

Esercizio 1. Le coordinate projettive omogeuee di un ]iuiil,o l" sono ptopin- 
. ,. P«, P«, Po;, Fa, 
B*, Baj Beta Ba^ 
Bs. 3. Se B è il punto dei piaoii bisettori del fetruedro fondamentale, le coor- 
dinate projettive omogenee di P aono proporzionali a Fa, Pa^ Psj Pa, , e si 
ohiamano qiiadriplaìiarl a teti'aìiiefHclie. 

Ea. 8. Le coordiaate baiioeutriclie omogenee di P aono proporzionali ai te- 
fcciMidri PAiA,^Ai, — PAiA^A,, PA,AjA,, — PA,A^Aj, e si chiamaaio anolie 

Es. 4. Le coordinate projettive omogeuee di an piano p sono propoiEionali a 
(lA, fAj (SAj /)Aj 
yAJ yAj yAj yA^ ' 

Ea. 5. Le coordinate baricentri elio omogeneo di un piano p aono propoi'jiid- 
nali a pAj fA.^ pA.^ fAj, e ai cliìamano guadri2)uiite o teiramelrieìie. 

Es. 6, Le coordinate projettive omogenee i, i^ i^ i^ del piano aU'iulìiiito sono 

,.1111 
proporzionali a — — — — — :- — ;- . 
yA, yAj yAj yAj 
Es. 7. T)iie piani p p' san paralleli se 



Es. 8. Tic piani p p' p" son paralleli a una retta se 
[«,«', «"a ij = 0. 

Spazi oiDOgralìci. 

IO. Fra x^ x^ x^ x^ , X, X.^ X^ X^, coordinate projettive omogenee 
di due punti P P' di due spì^ì (S) (S') (*), pongasi la sostituzione 
lineare omogenea (V, 4) 
[1] Xr =^ a,i Xi -^«,3X3 -Hfl.s.Ya -- a^Xi (r = 1,2,3,4) 



(■■) L'uomo pili» concepire rette o piani o stelle dLft'erenti ; ma, come eaaore a 
tre dimensioni, non può concepire due apazl (a tre dimensioni) indefiniti diffe- 
renti, i anoi sensi dandogli il concetto di un uaico spazio. Tuttavia, ([uaudo si 
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di modulo A-,-=0, e quindi l'im"er3a 

[21 AXr = AlrXi -+- Air^lì -+- A-ii-Xì -+- AìrVi 

di modulo A~'-. 

Si dimostrano, in modo analogo a quello tenuto nel piano (VII, 12), 
le seguenti proprietà: 

Posta la sostituzione [1], ad ogni punto P di (S) coì-rùponde unii-o- 
caniente un punto P' di (S'), « punti di una retta punti di una retta, 
a punti di un piano punti di un piallo; e due rette o piani così 
corrispondenU sono omografici. Inóltre, a offni foì-ma di 1" o 2" specie 
ne corrisponde un'altì'a omonima ed omografica. E i due spazi si di- 
ranno omografici o coUiìieari, ed anclie projettìvi. 

A una superfìcie corrisponde punto per punto un' altra superficie. 
Se l'equazione dell'ima lia un gi'ado, l' equazione dell' altra avrà quel 
grado. 

Se u^ Jtj Mj «4, E7j Fj U.^ U^ sono coordinate projettive omogenee di 
due piani corrispondenti p p', si può tener sempre soddisfatta la 

x^u^ -+- x^u^ -h XaMg -+- x,^u^ = Z, D'i -I- A'; U.^ -f- X, JT, -i-XJJ^; 

sicché avrà luogo la sostituzione contraria 



Vói 


AUr^AriUl-i-ArìUB'+-Ar'jU-3^AriU^ 


di modulo A 


1"', e la sua inversa 


14] 


Ur = niyUi -h a-ìyUì -+- a-irU-i ■+- awiH 



di modulo A. 

Scambiando ffa loro gli elementi punto e piano (e quindi retta pun- 
teggiata e retta asse di nn fascio di piani); od altrimenti, scambiando 
X con u e X con U {o almeno i loro significati), si ottiene l'omogi-afla 
di due spazi di piani (S) (2') ; la quale non differisce dalla precedente, 
salvo neir eletaento generatore, che ih era il punto mentre qui è il 
piano. 

Assegnati ad arìntno cinque punti (o piani) dell' uno spazio e citile 
dell'altro sposto come corrtsponde^iti a quelli, con la condtziorte che né 
quattro qualunque di quelli né quattro qualtmque di questi appar- 



considerano nello spazio due o piii diverse figure, e ae ne sttuliaiw quelle mutue 
relaaioui che iiou (llpentlono dalla loro reoipi-oca posizione, si troi-a spesso con- 
veniente di parlare di due o piil spazi in cui esse siano contenute, astraendo 
(sinché si pnò) dal fatto clie questi spazi e 
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tengano a un piano (o punto), V omografia e lei relativa sostituzione 
lineare sono determinate. 

Scelti per elementi fondamentali cA uniti"! gli assegnati elementi 
corrispondenti, si ha 

x^ = aX^ Wi = aX^ x^ = aX.^ x^ = aX^ , 
od anche 

t', = «i(| r7j^m% U^ = att.i U^j = au^ . 

Due spasi omografici ad un terzo sono omografici fra loro. 

1 1 . Piani di fuga o limiti sono quelli che nei due spazi corrispon- 
dono al piano all'influito. 

Se il piano all'infinito con-iaponde a sé st^so, si ha l'affinità. Allora 
due punteggiate corrispondenti sono simMi, e due piani punteggiati 
corì-ispoìidÉnU soìio affini (VII, 13), Riferendo poi i due spazi a terne 
corrispondenti x y z X Y Z di assi eai-tesiani, si ha 

x = mJi g^m'Y z = -n-ì'Z, 

onde segue che i volumi di due teffaedri corrispondenti serbano un 
rapporto costante, che è mmWsenxjz : senXYZ. 
8i ha pure 

U=mu V=7n'v W = m"w. 

Se inoltre m = m' = m" e xy = XY , xz = ^, jz = YZ", i due 
spazi affini divengono simili, e il rapporto di similitudine è m per i 
segmenti, m^ per i triangoli, in^ per i tetraedri cori'ispondenti. Se 
inoltre m = -h 1 , si ha l'eguaglianza. 

1 3. Due spasi omografici (essendo sempre sovrapposti), ammettono 
in generale quattro punti imiti, i quali (VII, 14) sono determinati dalle 
equazioni 

fl..jA"s =0 ((■=1,2,15,4), 
= ossia p'-i- .,, -1-^1=0; 



ed afnìnettono in generale qitattro piani uniti e sei rette unite. 

I punti, i piani e le rette uniti sono vertici, facce e spigoli di un 
medesimo tetraedro. Essi pcssono non esser tutti reali. 



[5] ~ 


pXr = a^iXi -K 


i^Xt^ 


ar-iX-i -+ 




fl„-f-p (Tu 


«i3 


«14 


re] 




%3-^P 


«34 




a^i «i2 


«43 


"4Ì-I-P 
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Se vi sono quattro punti uniti, e quindi quattro piani uniti, reali 
e distinti [o viceverea), scelti questi punti e piani come fondamentali, 
le sostituzioni eapi'imenti l'omografla si riducono a 

Xr = a^Xr, arUr=Ur (j-=l,2,3,4}. 

13. Nel caso particolare dell'identità di due spazi (cioè di due plinti 
o piani corrispondenti qualunque), abbiamo che, se i punti (o i piani) 
dello spasio si Hferiscmto a due diversi gruppi di elementi, le diie 
quaterne delle loro coordinate projettive omogenee son legate da una 
sostituzione lineare omogenea di modulo non zero. E viceversa {VII, 15). 

il grado (se vi è) dell'equazione di un luogo o inviluppo in coordi- 
nate projettive è indipendente dalla scelta degli elementi di riferimento. 
E l'equazione sarà omogenea, se tali sono le cowdinate. 

L'essere un punto o un piano reale o imaginario, l'essere due punti 
o due piani complessi coniugati, sono fatti che permangono mentre si 
cambia il sistema di coordinate projettive. 

EsBKOizio 1. Se l'egiiaiione [6] iu ;: ha naa radice doppia o tripla o quadrupla, 
accadrà in generale clie (lue o tre o quattro punti nuiti vengano a coincidere. 

Es. 3. Se vi è nn valore di fi per cui il determiaaute [6] è tfi earatf«rÌ3tiea 2, 
aoBtitnendo quel valore nelle [5], esse si ridurranno a duo sole equazioni lineari 
indipendenti in X, X^ Xj Xj , e queste equazioni individueranno una retta r 
tutta eoroposta di punti uniti. Quel valore di p sarà radice doppia della equazione 
[6] ; le altre due ladici corrisponderanno a due punti uniti non posti su r. 
Dicendo s la retta eonginngente questi due punti, 6 chiaro che tutti i piani 
passauti per a si potranno riguardare come congiungenti tre pimti uniti, e quindi 
saranno piani uniti. Ne segue ohe l'omografia godrà di questa proprietà parti- 
colare; che la congiungente di due punti corrispondenti qualunque taglia una 

Es. 3. So vi sono due valori di p che rendauo di earatteristioa 2 il determi- 
uaute [6J, essi saranno radici doppie dell'equazione [6]; e sostituiti nelle equa- 
zioni lineari [o], determineranno doe rette r S, ciaacnna delle quali conterrà 
infiniti punti uniti e sarà intersezione di infiniti piani uniti. La corrispondenza 
omogTiifioa sar.^ in tal caso determinata dalle due condizioni che la congiungente 
due punti corrispondenti qualnnque tagli r e s, e che i duo punti d'mcontio loi 
miuo con quelli un hirapporto flaao. 

Es. 4. 8e vi è un valore di p ohe renda di caratteristici 1 il determinante [6], 
esso sarà radice tripla dell' equazione [6] ; e sostituito nelle equazioni Imenn [5] 
le ridurrà tutte equivalenti ad una sola di esse, la quale lappresenterà dunque 
un piano y tutto composto di punti uniti. All'altra radice della [6] coirisponderà 
un altro punto unito C posto fuori di quel piano ; ed è chiiro che tutti i piani 
passanti per C saranno piani uniti. L'omografla sarà determinata dalle condizioni 
che 1 piani corrispondenti si taglino su y, e che le coppie Hi pnuti coirifpon 
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(lenti stiano in linee rette passanti per C ; e quindi c!ie il bìiapporto di due punti 
corrispo udenti qnalmiq^ue con C e col punto ia cui la loro oon giungente in- 
contra y, abbia un valore costante dato. 

Questo caso paiticolare assai importante dell 'omografia dicesi omologia : C flicesi 
eentro e y piano d'omologia. 

Es. 5. Se in un'omologia il piano d'omologia è all'infinito, i piani oorriapou- 
deuti sono paralleli, e la corrispondenza è definita da ciò : ohe due punti coiri- 
apondenfi qualunque sono in linea retta con un centro fisso, ed liariao da questo 
distanze le quali serbano un rapporto costante dato. Tale corrispondenza dicesi 
oiaotetia. E chiaro ohe il rapporto di dne segmenti corrispondenti qnalimqne fe 
pure costante ed eguale al detto rapporto. 

Spostando una delle duo figure rispetto all'altra, in generale si perde l'omotetia, 
ma rimane la similitudine. 

Dne figure omoteticlie aono simili e similmente poste. Quando il rapporto dato 
vale — 1, esse si riducono a due figure iimmetri(^e rispetto a va centro. 

Es. 6. Se in un'omologia ii centro va all'inimito in una direziono assegnata, 
ai ottiene V omologia affine. La corrispondenza è determinata da ciò: che il seg- 
mento compreso tra due punti corriapondcnti qualunque ha la direzione aaaeguata 
ed È diviso dal piano fisso y in tm rapporto costante. H piano aH'iniinìto è un 
piano unito; quindi due punteggiate corrispondenti qualunque sono simili, e due 
piani corrispondenti sono affini. 

Come caso particolare ai ha la simmetria rispetto a un piano. 

Es. 7. Se di due figure omologiclie affini una ai sposta in modo qualunque, 
alcuni dei caratteri che presentava la loro conispondenza si perderanno con 
i non cesserà di susaistere l'affinità. Sul piano all'infinito staranno 
i quattro punti uniti, ed i! quarto atarà fuori. 

8. Un'equazione bilineare fra le coordinate projettive di un punto di uno 
e di un piano di un altro spazio dettìrmina un'omografia fra iduespa^T. 



Spiizi eorrelatiri. 

14. Fra gli elementi di uno spailo dì punti (8) e di uno spazio 
di piani (S') si può stabilire una corrispondenza, ponendo fra le coor- 
dinate projettive omogenee x^ cc^ to^ ic, di un punto P di (8) e quelle 
rj, tT'j r/j U^ di un piano p' di (2') la sostituzione lineare omogenea 

[1] X, = a,iU, + ...-h(hiUi (■'■=1,...,4) 

di modulo jU---0, e quindi l'inversa 

[2] jlITr — -diiKi -f- ... -\-AiiX4: 

di modulo A-'. Come nel piauo (VII, 16), è facile dimostrare che: 

Posta la sostituzione [1], sarà determinata tra i punti P di (8) e i 
piani p' di (i)') ima corrispondmisa univoca; ad ogni punteggiata di 
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(S) coìTÌs^ondei-A in (S') tin, fascio di piani projettivo ad essa (IV, 10), 
ed ai punti di un pirmo di (S) cofrisponderaitno in (2') i piani di una 
stella correlativo, al piano (Vili, 5). 
Inoltre, posta la [1], sussiste la contraria 

i:3] AUr = Ar-iXi -4- ... + AriXi 

di modulo A-^, e la sua inversa 

[4] X,. ^ OirlH -+■ ..■ -i-aifUi 

di modulo A ; cosicché si stabilisce una comspondenza tmivoca fra i 
piani p di (S) e i punti P' di (£'), dotata delle Stesse proprietà che la 
coì'rispQìidenzci considerata fra i piani di (2') e i punti di (S). Inoltre, 
alle rette per un punto (o in un piano) di (8) corrisponderanno le rette 
nel piano (o pel punto) corrispondente di (S'); a un fescio di rette in 
(8) corrisponderà un fascio projettivo di rette in (S"); ecc. Insomma : 
ad ogni forma di i" o 3" specie contenuta nell'uìw spazio corrisponderà 
ìieWaltro una foriìia di i" o 2" specie rispettivamente projettiva o cor- 
relativa a qiiella. Una tale corrispondenza fì'a due spazi dicesi coìTélor 
£TO«e reciprocità. 

Una correlazione è determinata,' quando nell'tiìio spasio si danno ad 
arbiti-io ciìujue punti di etti quattro qualunque non in un piano, e 
nell'altro spazio si danno come corrispondenti a quelli cinque piani 
di cui quattro qualunque non in una stella; o viceversa. AlUyra è de- 
tcrminata una sostituzione del tipo [1] che rappresenta analiticamente 
la correlazione. 

A una euperflcie luogo di punti dell'uno spazio corrisponde nell'altro 
un inviluppo di piani, a una curva luogo di punti una sviluppabile; 
e vicevei-sa, 

Due spasi correlativi a un terso sono omograflci fra loro. Due spazi, 
uno omografico e l'altro correlativo a un terzo, sono correlativi fra loro. 

15. Dati due spazi correlativi, cercliianio quali elementi apparten- 
gano ai loro corrispondenti. 

Eiferendo tutti gli elementi a un unico gruppo di elementi fonda- 
mentali ed unità, perchè P e p' si appartengano dev'essere 

e quindi 

K, [4,3::,-f-,..-H4,iJ!j -)- ...-f-a;, {A^.^^-^...^A,^^x^) = , 
L\ {a,,L\-\-...-^a,,U,) -+- ... -t- U_^ (o„[7,-H...H-rti,f7J = 0, 
ossia 

^ArsXr iCs = , -Lar, UrUs =0 (r, s=l,2,3,4) ; 



yGoosle 



e del parij pci'cliù p e P' si appartengano, dev'essere 

"SAr, XrX, -^0, 2«„ ìirlh = . 

Dunque 1 il luogo dei punti dell' uno spazio che appartengono ai piani 
loì-o corrispondenti nell'altro spasio, e l'inviluppo di questi piani, sono 
di 2" grado, E non si alterano pennutando i due spazi. 

Quando il determinante A è simmetrico («rB=«sr), la correlazione è 
reciproca o involiitoria; giacché a un punto conaiderato sia nell'uno 
spazio sia nell'altro corrisponde uno stesso piano, e viceversa. Essa 
prende il nome di polarità. 

Anche quando A è emisirametrico {«,,= — a^r , «rr=^ 0) la corrispon- 
denza è reciproca o ìnvolutoria. Ma allora tatti i coefficienti di ^a,tUrUs 
son nulli ; e però ogni piano passa pel punto corrispondente, ossìa ogni 
punto sta nel piano co iTÌspon dente ; inoltre ai punti di una retta cor- 
rispondono i piani che li projettano dalla retta corrispondente, e reci- 
procamente ai punti di questa i piani che li projettóno da quella; ecc. 

Questa particolare corrispondenza s'incontra, oltre cbe in geometria, 
in importanti qviestioni di cinematica e di statica. Essa fu scoperta 
quasi simultaneamente da! Mobius, che la chiamò Nullsystem, {Statile, 
1837) o sistema nullo, e dallo Chìsles. 

Esercizio 1. Se ima correlazione fra tliie spazi è iiiYoliitoria, esaa è un sistema 
polare o mi sistema nullo. 

Es, 2. Una equazione bilineaie Ira le coordiuate ptojettive di dne p\mti (o piani) 
■varialìili in dne spaat determina nna correlazione ita i tliie spazi. 
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CAPITOLO XI. 

Spazio rigato. 

Coordinate di rette nello spazio. 

§ 1. Una retta, considerata come luogo di punti, prende il nome 
di raggio, ed è individuata da due punti. Scegliendo i punti in cui 
essa seca dna piani fissi, ciaacnno dei due punti è individiiato da due 
coordinate, e quindi si hanno quattro numeri per individuare la retta ; 
ma tre di essi non basterebbero. 

Dunque lo spazio rigato è una foì-ma di 4" specie. 

Scelti tre assi cartesiani, e dette x, yi S[ x^ y^ z^ le coordinate di 
due punti P^ P^ dì una retta r, consideriamo i sei binomi 

x^ — x.^, y^ — y^, 2, —Zi, yi^a — J/.Z,, ^iX^ — z^x^, Xyy.^ — ^j^i, 

elle sono i determinanti di 2" ordine della matrice 



Se con le coordinate di due altri punti delia retta 

('k3;^-\-\ì,x^ '■J/j-f-I'^j X3,+iJ^j\ lXx^-\-\yx^ ^Vi+l'^ì/a ^'^i~l"I^'^;\ 
^ ), -l-Ii X-i-|j. X-hii, r \ V-i-ii' ì,'-l-it' V-i-ji' / 

l'ormiamo i binomi analoghi ai precedenti, noi otteniamo (com'è facile 

verificare) i precedenti moltiplicati per ---■ -: e però i mutui 

{J.-i-ji){J. -Fji)' 

rapporti dei detti binomi non si alterano, mentre i due punti Pj P^ 

cambiano posizione sulla retta r. 

Inoltre fra i sei binomi passa la relazione quadratica e omogenea 
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la, quale si ottiene dal determinante nullo (*) 



sviluppando secondo i prodotti dei determinanti delle matrici formate 
rispettivamente dalla 1" con la 2' orizzontale e dalla 3^ con la 4". 

Data una retta r, non sono determinati due punti Pj Pa di essa; 
ma sono individuati i mutui rapporti dei sei binomi formati con le 
coordiuat« dei due punti. Anzi i rapporti di cinque binomi al rima- 
nente non sono indipendenti fra loro; poiché la relazione precedente 
(divisa pel quadrato di uno dei binomi) mostra come uno qualunque 
di tali rapporti si esprima razionalmente mediante gli altri quattro. 

Viceversa: dati solamente i rapporti di quattro fra i sei binomi a 
uno degli altri due, è noto il rapporto di questi due. Ciò non basta 
a individuare le sei coordinate x^ y^ s^ e x^ y^ z^ ; ma fra le infinite 
coppie di punti per cui i sei binomi hanno i rapporti che abbiamo 
supposti dati, possiamo iudividuarne una, composta di un punto nel 
piano xz e di un punto nel piano yz. Infatti per i/, ^ e x^^O i 
sei binomi divengono 

ora, se son dati i loro mutui rapporti, i rapporti del 6° e 40 al 2" in- 
dividuano x^& 3,, e quindi un punto nel piano xz; e i rapiK>rti del 
6° e 5° al 1" individuano y^ e 2j, e quindi un punto nel piano yz. 
Conosciuti cosi due punti, è individuata la retta r per essi; e questa 
retta contiene tutte le cx)ppie di punti, per cui i sei binomi hanno i 
rapporti assegnati. 
Segue da queste premesse che, se un gruppo di sei numeri 

l m n L M N 
soddisfa alla condizione 

IL ^ mM ^ nN = 0, 
i rapporti di quattro di tali numeri a uno degli altri due si possono 
assumere come coordinate di una eerta retta r nello spazio, per la 
quale quei numeri sono rispettivamente proporzionali ai sei binomi 



{") Sottrataido dalla l'' orizzontale la 2" e dalla 3 
ano ideuticlie ; <s poro il (lotermiuauto ò nullo. 
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considerati. Anzi nulla vieta di eliiaraare quei sci niimori le coordinate 
omogenee vadvdi della retta r. 
Per ogni coppia di punti P^Pj delia retta r si ha dunque 



l m n L M N 

Per rette parallele, fu già osservato che i rapporti delle l m n sono 
rispettivamente eguali (IX, 21). In altri tenniui: fra le sei coordinate 
omogenee di una retta r, !e tre l m n sono le coordinate omogenee 
della direzione della retta r. 

3. Una retta, considerata come sostegno di un fascio di piani, prende 
il nome di asse, ed è individuata da due piani. Siano M^ v^ v)^ e u, v^ Wj 
le coordinate pluckeriano di due piani H^ IIj per la retta r: allora i 
sei binomi 

1S|— w, , ^1 — v,^ , w^—w, , v^w^ — v^it\ , ic^Ui,~ic^Uy , ^l,^v^ — u^v^ , 

cioè i determinanti di 2" ordine della matrice 



serbano rapporti eostanti mentre II, e D^ variano nel fascio che ha 
per asse r, e son legati dalla relazione 

Dati questi sei binomi, è individuata la retta (ad esempio : mediante 
i due piani che la projettano parallelamente a due dei tre assi coor- 
dinati); cosicché i sei binomi si possono assumere come coordinate omo- 
genee assiali della retta r. 

3. Queste coordinate assiali non differiscono in sostanza da quelle 
radiali testé definite. Infatti, se P; P^ sono due punti e !![ Ilj due piani 
della retta r, riferendo punti e piani agli stessi assi coordinati, si hanno 
le quattro equazioni 

U^X^ -+- V^'tJ^ -+- tO^Z^ -H 1 = ll^^X^ -+- V^l/, -+- lUjZ, -H 1 = 

ii-xX^ M- v^y.2 -+- w^z^ -+-1 = ttjiCj -+- v^y^ -+- w^s^ -1-1=0. 
Eliminando dalle prime due x, e dalle altre x^, si ha 

(m^Vj — ^f-ì^iìVi -+- (WjWj — MjJC^)Si -(- («(,— Mj) = 
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Gap. XI - § 3, 4 
e da queste cUmmando ad esempio {u^v^ — %*'i), si lia 



Confrontando questa relazione colle analoghe, che si potrebbero ottenere 
con eliminazioni nello stesso modo, si lia immediatamente 



le quali eguaglianze esprimono appunto che le coordinate assiali di 
una retta sono proporzionali alle coordiniite radiali (prese in un eerto 
ordine) della retta stessa. 

"1. È facile scorgere che è reale la retta per due punti (o in due 
piani) complessi coniugati. 

A valori imagìnarì dei rapporti di cinque t'ni' sei niunerì l m n 
L M N 3,1 rimanente {con lL-MnM-+nN=0) diremo che corrisponde 
una retta imagiìmria. 

La retta è imaginaria, se le appartiene un punto (o piano) complesso, 
ma non i! coniugato. In questo caso i punti (o piani) complessi della 
retta hanno i loi'O coniugati su \in'altra retta, e le due rette si dicono 
complesse coniugate. Esse in generale sono sghembe; ma possono in 
particolare avere un punto comune e quindi un piano comune (o vi- 
ceveraa), che saranno allora l'unico punto reale e l'unico piano reale 
appartenenti alla retta. 

Il primo ad asaM il coucetto di todi'iliiiate ili nmi retta neOo «puaiu fu il 
Cayley (1859), i! quale si aetrì a tal fine di cooitliiiato omogenee di punti e 
piani, come ai vedià in seguito. Ma al FlUékei', ohe introdusse le coordinate della 
retta definite come ora aLbiam fatto, spetta il gran merito (li esser partito div 
questo concetto per fondare (1865) mia nuova Gleomettia dello spazio, ia cui la 
retta è (per cosi dire) l'elemeat* primordiale, da oni tutti gli altri enti geome- 
trici detimno ; in altri termini, ima Geometria dello spazio rigato. Teggasi spe- 
cialmente la Neue GeoiiKtHe dea Saiinies del FUieker, puljliKcata nel 1868. 
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Uae rette ia im piano. 

S. SiaEO l m n L 31 2T le coordinate di una retta i", e V m' n 
L' M' N' queile di un'altra retta r'; vale a dire, indicando con 
Pil^i^i^i) '^ìi^'iU'^ìì ^^'^ pniifi di r, e con 'P.J^x.^.^z.^ V^{x,^y,^z,^ due 
punti di r', poniamo 

3^1 — x^ y^ — v/j ^i.—^-: !/i^-i — ÌJì^i ^f^h — -^a^'i ^iVi^^il/i 
l ^ m ^ n ^ T. ^ ÀI ™ ' N ■ 

X3—x.y ^ y^—Vi ^ g;|— 3.1 ^ V3^i--y.i^3 ^ Sr'^i—Sia;,, ^ a-aj/j— '^iy;. 
r m' il' U W X' 

La condizione pereliè le due rette r r' siano io un piano, ossìa perchè 
abbiano un punto comune (sia pure all'iuiìoito), si ottiene esprimendo 
che i quattro punti P, Pj Pg P4 sono in un piano, cioè (IX, 4) 



Sviluppando questo determinante secondo i prodotti do' detorn 
delle due matrici che lo compongono 



-+■ {yfii—y-^i) {^'»—^'ò -t- {^fi-^-^iX^) (l/i—VÙ -+- (XiVi—x^y,) (S3— sJ-^0 , 
che può scriversi 

IL' -4- mJ/' --i- iiX' -^ Li' -+- Mm' -^ Xn = . 

Angolo dì due rette. 

G. Il coseno dell'angolo delle due rotte r r' si determina, osservimelo 
che si ha (IX, 9) 

P,P., . P,P, cosri-' = « l'^'~^'-' ' ^ ~^^ ' ^i— M . 

\x.^ — 3^ii y-i — Vi! ^■.•.—^■J 

ma si ila pure 

l'iPr = t(^-,-^., U-U,> ^i-V, r,P,^= fc,-;c, , y,-y,, z,-,,)': 
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quindi sostitueTido a w^—x^, y^ — y^, ^^—z^ le quantità pvopouzioBali 
l m n, a x.^ — a,',, y^ — ;/,, s^—z-, le propoi-zionali l' in n, otteniamo 



Di qni si trae la condizione d'ortogonalità delle due rette r r'. 

Il seno dell'angolo di due rette r t SÌ ottiene facilmente, supponendo 
per poco che le dne rette abbiano un punto comune V{xyz). Infatti, 
se P^ è un altro punto di r e P^ un altro punto di r', si Iia (IX, 11) 

PP^* . PP.^ sen^rr' = 4(PP,Pj)^ = T (\yz^l] {zx^l\ [xj/jl]) ; 
ma 

(■^.,i] = U'-^ '^-' L .., 

VVi-=ii{x^—x , y^~y, s^—s), PP/=*(a;,— a^ , :'/?— ^ - »;— ^) ; 

quindi sostituendo a x^ — a;, y, — p, z^—n le pTOporzionalì l in ii , a 
x^—x , y^ — y , So — 3 le l' ni n', si trova 

— n'I, Im' — l'm) 



Se le due retto r r' non s'incontrano, basterà sostituire ad esse due 
loro parallele condotte da uno stesso punto; sicché è chiaro die questa 
formola vale anche nel caso generale. 

Momento e distanza di due rette. 

7". Vogliasi determinare quello che il Catley chiama raornento di 
due rette r r', ossia il prodotto del seno del loro angolo per la loro 
distanza (contata sulla retta r^ perpendicolare comune a r r'). Se PjPj 
e PjP, sono due coppie di punti rispeltivamente su r e r', per un 
teorema di Chasles (*) avremo in valore assoluto (IS, 13) 



(*) Tiriuitlo i vettoi'i P^Q QR egnaii a P^Pj PjPi, ai detenniiia li prisma di basi 
P,QR PoPjPj ; il quale (com' è noto) 6 triplo del tetraedro FjPjPjPj. Questo 
prisma è metil del ptimllelepidedo elio hit iter base il parallelogrammo QPjPjK 
e pei- altezza la diatnnza fra P, e il piano del parallelo gramiiio. Ora QPjPjIì 
è misurato da PjPj.P^Pj seurr' (essendo il vettore QPj eguale a PjP^); e la 
distanza sntldetta non è ehe la. distanza fra r e r'. 'Duufiue (in valore assoluto) 
ePiP^P^Pj = P,P,.P3Pj sciii-r' diatrr' = P^P^.P^P^ momrr'. 
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^A Vi ^i 1 
onde si deduce, scegliendo convenientemente i segni, 

momrr' =- ^-^ ? . m . ^ _ '' .llL ... '■A ^ . "Ky"^ ■' '>! seoxjz , 

V'bix-x,,...) yiix,-x„...) 

e quindi 



l/4(!m«) |.'"a. (!•«■»•) 

L'annuliarai del momento è la coadizione perchè r o r' siano in un 
piano; e così ritroviamo la condizione già ottenuta nel § 5. 

La distanza fra dae rette r r' vale mora rr' : aenrr' ; e però potremo 
assumere 



l' f{mii — m'n, ni' — ni, Im' - 

S. Per determinare le coordinate l^ m„ n„ L^ Mi, N,, della retta i'^ 
perpendicolare comune alle r i-', ai osservi che, essendo r,, ortogonale 
a r e r', si lia (§ 6) 

dalie quali equazioni lineari omogenee si ricavano Zj,m{,«„ a meno 
di un Èittoro arbitrario. Inoltre, incontrando r^ le r r', si ha 

iL„ -+- mM, -1- ny^ -h LI,, ■+- Mm„ -+- Nn^, = 
rL„ -+- m'M„ M- Ji'.V, -+- L\ M- M'm,, -t- N\, -. ; 

dalle quali equazioni e dalla 



lineari in L„ M,, JV^, si ricavano quindi L^, M^ N,, a meno di quel me- 
desimo fattore. 
In assi ortogonali 



m'«) : (nV — u't) : (Im' — t'r, 
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Angolo fra una retta e un plano. 

O. L'angolo di uoa rette r(l miiL MN) con un piano ll{u v w) è il 
complemento dell'angolo di r con la normale iì{l' ni' n' JJ M' N') al 
piano n; per la quale ii si ha, supponendo gli assi ortogonali (IX, 
25; X, 2) 

V : m' m' = u:v\v}. 
Avremo dunque io tale ipotesi, applicando le forinole del § G, 

senrll — cosro = 



'Vi?- 



cos^rn = sen^rii == 



h(mi — ìio)'-h(!i; — mi 



(P- 



La retta è parallela al piano, se 

ZMH-mì!-i-Hw = 0; 
ed è perpendicolare al piano, se 

ì __ TO __ n 

So gli assi sono obliqui, si ottengono con Io stesso procedimento 
formolo più complicate: allora (IX, 25; X, 2) 

cossn : cosyn : coszq '--ib-.v.w 
e (IX, 21) 

l' : m':n' =- 1'j[cosxn cosyn eoa zn) : f2(cosxQ ...) : f3(cosxii ...), 



E' : m' : n' = Y,{n v io) : V,{u v ,.) : '¥,{t, v w) ; 

sicché basterà sostituire a l' in' n' le '¥^(u v io) "ìju v w) '¥^(u v w) nel!e 
espressioni di cosrr' e senri'' dei § 6 , per avere senrll e cosrll. Si 
trova 



]/*(; m n) 1>(v, V w) 

Distanza fra una retta e un punto. 

IO. I-a distanza Pr fra un punto ?(»; 7/ s) e una retu r(? m « i3f -Vj 
si deduce dalla relazione 

P,P/.Pr^ = 4(PP,P3)'- = T([i/s,l] [zx,l] [x<j,l]), 
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osservando che 

[l/^ii-] = yi^i-^i) — <Ì/i - y^) + it/i^ì — Vi^ù ,■■■, 
P^P/ = <S}(aìi — «2 , Vi— Vi, Sj — «al- 
la causa dell'omogeneità, ei può sostituire a x^ — ^a,--') Z/i^s"^;^!! ■■- 
le quantità proporzionali Z . . . i . . .; e si trova 

^ ^ 'Hiya - zm -^L,^l- xa + M, wm - yi -t- iVJ 

EsBucizio 1. Determinate le cootdiuato cartesiano del ininto comune alla retta 
(ImnZMy) e al piano (ti ne), uonclife le duo oondizioiii iierchè la retta giaccia 
uel piano. 

Es. 2. Determinai'e le ooordiaato plìiukeiiaiie del pinne clie pa^aa per la rettn 
(I ut 11 X jU jN') tì pel punto {x y s), nonicliè le due coudizioni perchfe lii ietta passi 
pel punto. 

Es. 3. Posto ohe due rette di date coordinate atinuo in im piano, ossia al)- 
biajio un piuito comune, dettìrniiuare le coordiuate di (xuesto punto e di quosto 
piano. 

Ba. 4. Determinare le coordinate della direzione che liiseca 1' angolo di due 
date direzioni {Imìi) {V m' n'). 

Ee. 5. Se u v sono le coordinate pliickeriane di una retta nel piìine rigato 

xj, le coordinate pliickeriano della stessa retta nello spazio rigato souo date (la 

I : w : S' = — i- : H L 1, « = i = M = 0. 

Ea. 6. Calcolare le coordinate della parpendicolaro da un punto {x y s) a un 
piano (h V 11). 

Ea. 7. Calcolare le coordinate della perpendicolare da un pnnto (xy !) a una 
retta {ImnLMN). 

Es. 8. Calcolare le coordinate della retta perpendicolare a una ietta {l m ii 
L M N) e giacente nel piano (« v ic). 

Complessi, congruenze, rigate. 

1 1 . Qui sorge spontanea la domanda : qual' è il significato geo- 
metrico di una equazione omogenea nelle coordinate Imn LMN di 
una retta yariabile r ? Accenneremo la risposta, senza entrare in molti 
particolari. 

L'equazione data, accompagnata dall'altra lL-\-mM-\-iiN = 0, è 
BOddisfetta da ce' sistemi di valori de' rapporti di cinque fra le quan- 
tità variabili Imn L M H alla rimanente ; e però vi sono oo' rette 
Eoddiefacenti alla data equazione. Il loro insieme dicesi complesso. 

In particolai'e : sia data un'equaaionc lineare 
[1] Al-^Bm-{- Cu -haL-^- bM -+- cA^ = 0, 
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ove AB G abc sono quantità date reali. In questo caso il complesso si 
dirà di }° grado o liìieare. 
Se i coefficienti della equazione [1] verificano la relazione 

[2] (U-hbB-i-cC^O, 

ossia se essi sono coordinate di una eerta retta, il complesso consta di 
tutte le retta che a qurata si appoggiano. Allora il complesso dieesi 
speciale, e questa retta direttrice. 

In generale: considerando la r come raggio per due punti (a; y z) 
(x' y' d), e sostituendo nella [IJ a l ... L ... le proporzionali ic— *',..., 
j/s" — j/s,..., abbiamo 

A{x^x')^B{ij-i/)^0{z^s')+ci{yz'-y'z)-\-ìAzx'-^'j^^c{x]/~x'y) = . 

Dato il punto {x' y s'), questa equazione lineare in x y z rappi-esenta 
un piano. Dunque: per ogni dato punto dello spazio passano co rette 
del complesso, le qitali fanno fiiscio intorno al punto in un piano in- 
dividimto. Cosicché a ogni punto corrisponde un piano passante pel 
punto. 

Del pai-i, considerando la r come asse in dite piani (m v w) {u' i/ »(-■'), 
e sostituendo nella [1] a L ... l ... le proporzionali ìi, — it',..., 'vm' — v'w,..., 
si vede che: in ogni dato piano esistono co rette dei complesso, le quali 
fanno fascio nel piano intorno a un punto individuato. A ogni piano 
corrisponde così un punto che sta nel piano. 

In conseguenza: ai punti di una retta corrispondono i piani per 
un'altra retta, e la punteggiata e il fascio sono projettivi. Ai punti 
della seconda retta eon-tópondono i piani per la prima. Onde le rette 
dello spazio sono a due a due conjugate in una corrispondenza univoca 
e reciproca. 

La col-rispondenza in esame non è altro che quel caso particolare 
della correlazione fra due spazi, che abbiamo già accennato (X, 15), e 
che. MoBius chiamò Nullsystem. 

Le rette del complesso sono le rette coniugate a sé stesse. 

Una retta del complesso, se seca una i-etta data, secherà anche la 
coniugata. Ed ogni retta che sechi due rette coniugate appartiene al 
complesso. 

I rapporti di cinque dei sei coefficienti A B C a b e al rimaneote . 
pcffisono assumersi come coordinate del complesso, e i sei coefficienti 
come coordinate omogenee del complesso. 

Un complesso lineare è individuato, quando sono date cinque rette 
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12. Ci limitiaiìio ad onuaciare filcunc proprietà metriche del com- 
plesso lineare. 

Nel piano all'influito esistono co rette del complesso, che fanno fascio 
intorno a un punto all'infinito, il quale corrisponde a quel piano. A 
piani di data giacitura (ossia aventi la stessa retta all'infinito) corri- 
spondono punti di una retta (reciproca, di quella all'infinito), che è 
diretta verao il punto all'infinito suddetto, e che dicesi diametro del 
complesso. 

DìcenBi prìncipali i piani normali alla comune direzione de' diametri. 
Ai piani principali corrisponde nn particolare diametro, che dicesi 
diametro priiicipaìe o asse del complesso. 

È costante il rapporto dei momenti di una retta qualunque de! com- 
pleto rispetto a due rette coniugate fisse. Questo rapporto dicesi modulo 
del complesso rispetto alle due rette coniugate. 

La retta perpendicolare comune a due rette coniugate è tale anche 
all'asse, È costante il prodotto della distanza fra una retta arbitraria 
dello spazio e l'asse del complesso per la tangente dell'angolo fra la 
retta coniugata a quella e l'asse. Ed è eguale al prodotto della distanza 
fra una retta qualunque del complesso e l'asse per la tangente dell'an- 
golo fra la stessa retta e l'asse. Questo rapporto costante dicesi para- 
metì-o del complesso. 

Per ogni traslazione secondo l'asse, e per ogni rotazione intorno 
all'asse, il complesso si trasforma in se stesso; ossia ogni retta del 
complesso viene a coincidere con un'altra retta del complesso. 

13. Due complessi hanno comuni co^ rette, le quali si dicono for- 
mare uua congruenza. 
Se le equazioni di due complessi di 1° grado sono 

l'insieme delle due equazioni rappresenta la congruenza delle rette 
comuni ai due complessi. Una combinazione lineare dì esse, 

X{Al -+- ... -+- cN) -+■ ii.{A'l-h... -+- c'iV) = , 

rappresenta un altro complesso di 1° grado; e variando X : [i si ha una 
serie semplice o fascio di complessi, ì quali a due a due hanno comune 
appunto quella congruenza. 

I^^a questi complessi sono speciali quelli che verificano la condizione 

{aX^<^p.)(AX-^-A'^l,)+{bX-+■b'ì^.)iBX-^B^l^.)^{c>.-\-c'\l.](C>.-\-C'i}.) = 
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(aA-i-hB-hcC)\^ -H {aA'-hbB'-i-cC'-hAa'-i'Bb'-{-Cc')Xi). 
^ (a'A--hb'B'-hc'C')i>.^ = , 

che e una equazione di 2" grado in J. : [i. I complessi speciali del fascio 
sono dunque due. 

Le dii-etti'ici di questi due compiasi speciali si dicono direttrici della 
congruenza; esse possono essere reali distinte, reali coincidenti, com- 
plesse-coniugate. Ma noi ci asteniamo dal l'esaminare partitament© i 
ti'6 casi. 

Tutte e sole le rette della congi-uenza si appoggiano alle due 
direttrici. 

La congruenza è individuata, quando ne son date quattro rette. 
I piani, che corrispondono a un punto nei singoli complessi della 
serie, fanno fascio intorno a una retta della congruenza; retta coìt-i- 
spoìidente al punto nella congmeaza. 

E i punti, che corrispondono a un piano nei singoli complessi della 
serie, formano una punteggiata su una retta della congruenza; retta 
coì-risjpondente al piano nella congruenza. 

Se il punto è su una direttrice, o se il piano passa per una diret- 
trice, la retta co ri'ispon dente è indeterminata. 

t l. Tre complessi hanno comuni oc rette, che si dicono formare 
una superficie rigata {liegelschaar). Se 

Al^...^Q Al-^... = 'ò a:'i-\ ...=0 

sono lo equazioni di tre complessi di 1" grado, il loro insieme rappre- 
senta la rigata. Una loro combinazione lineare, 

rappresenta un altro complesso di 1" grado; e variando i rapporti 
). : H |j. ; y si ottiene una serie doppia o rete di complessi, i quali hanno 
comune a tre a tre la stessa rigata. 

Fra questi complessi ve ne ha co speciali, e le rette della rigata si 
appoggiano alle direttrici di essi. 

15. Quattro complessi non hanno comvine che un gruppo discreto 
di rette. 

Quattro complessi di 1" grado hanno comuni due rette; le quali 
possono essere reali distinte, reali coincidenti, complesse-coniugate. 

Una combinazione lineare delle equazioni dei quattro complessi rap- 
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presenta un individuo della serie tripla di complessi di 1" gTado die 
passano per quelle due rette. 

Se ì quatti'o complessi dati si BUjJpongouo speciali, si conclude che; 
esistono due rette (reali distinte, reali coincidenti, coniplesse-couiugate), 
le quali si appoggiano a quattro rette date comunque nello spazio. 

Cinque complessi non hanno iu generale alcuna retta comune. 

La importautiaaima ttoiia (lei pomplc^si t (lomta il Pìnclti il qiialn mtiodtisse 
lucile 1« ileuociinaaioni tU coniplceso, eotigiìieima, ece {itene Geometne dtslìmnaeì) 
iciteM)li sistenu ili co" rette (SU aklent^Ucme) erano già stati stuellati ila Moaqe, 
Mulns DrijiH, ^tìuai, Haatilion, Mobiw lianion e seguatimeilte da Aamaiei 
(Gioin di Cit^ie, 18d<I, All ili BliIuio 2Ioiiatsbe} iclite IhGi o 85 AbìimuU 1866) 

L^>EJ{CI7K) 1 Dxtt le cooidiuate <ii nu pimtu o <li un piano o ili una ietta, 
cilcolare k loonlmite ilei piani) o ilei punto n ai.ll't ietti i,oiii'!i oudonte in im 
(Iato oompksao lineale 

La 2 la. complesso liuoaie e inUividuato st sou date due rette coiiispjiiilenti 
e niia retta del lumplesso 

1 s 3 Due piam, clie passjiio pei una letf't delL^ congiuwjza connine ci due 
1 ompleasi luicmi aoiio pnntegjjiiti omegi ite luu ente ilalle ictt* della congiuenza 
E se SI oiasidorino ilue stelle aienti i centii su quelli ietta si i onispondono omo 
gì ifit iDiente quei p lUi delle due stelle eli piojitt'mol i ette il ella (olgliienzi 

L« 4 I teoiemi lUì er^i di questi ultimi 

Altre coordinate. 

IO. Scelto un tetraedro fondamentale e il punto unità, siano x^ x^ 
«j x^ e x\ x\ a^3 a/^ le coordinate projettive omogenee di due punti 
di una retta-raggio. Col procedimento tenuto nel § 1, si dimostra age- 
volmente che ì sei determinanti della matrice di queste coordinate 



cioè i binomi 

sono legati dalla relazione 

e possono assumersi come com-dinate radiali oìnogenee della retta, riferita 
a quello stesso tetraedro. 

Dualmente: scelto il tetraedro fondamentale e il piano unità, siano 
"i ^h '^h "s ® "'i **'s ^''3 ^'1 Is coordinate projettive omogenee di due 



y Google 



pialli per iiiia retta-asso. I sei dotorminanti della matrice di queste 
coordinate 



cioè i binomi 






p^, = u,i<;., — iL,ii,\ , p,3 =~- uy^ - ii^u' 


> Pu = "3"'l — i'i^'s > 




Pi-i = «'i^f'i — ^'[^'■'i , Pìi = '^h^'-'i — "--i"' 


, p.,, = u,u'^~u,tt\, 




soEO legati dalla relazione 






p2aPii-^PjlPil + PlS?3 


==0, 




e possono assumersi come cowdinate assial 


omogenee delia retta, 


rife 



rita allo stesso tetraedro die i piani. 

Se i punti e i piani sono riferiti a uno stesso tetraedro, e se inoltre 
si suppone il punto nuità armonico col piano unità (X, 9), allora fra 
le coordinate radiali ed assiali di una stessa retta sussistono le relazioni 



Pi-i P33 Pii Pn Pìi P12 
La condizione perchè due rette (t\^ ...) (r\^ ...) stiano in un pi;mo ò 

Una equazione lineare omogenea fra le coordinate di una retta rap- 
Dresenta un complesso lineare. 
E così via. 

Pel aiguifleato geometrico delle coordinate ili uua rotta testé ilefinito, e per 
e relazioni metriclie in coordinate omogenee fra punti, rette e piani, riman- 
liamo il lettore alla nostra Memoria: Le rélaxiimi metrieìie iu ooordiuatc omogenee 
Giornale ili malemilkìw, v. XI, 1873). 
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CAPITOLO XII. 

Proprietà projettive delle coniche. 

Jjuoghi piani di 3" grado. 

§ 1. Sinora abliiamo studiato i luoghi e gl'inviluppi rli 1^ grado nel 
piano, nella stella e nello spazio, Studieremo ora i luoghi ed inviluppi 
di 2" grado, cominciando da quelli nei piano. 

Si tratta di esaminare i luoghi geometrici, che possono essere l'ap- 
presentati analiticamente da una equazione di 2" grado in x y, coor- 
dinate projettive (o in particolare cartesiane) di un punto mobile in im 
piano punteggiato, e che perciò diconsi luoghi di 2" grado. 

La forma più generale di tale equazione è 

[1] ax^ -+- hxy -+- cy^ -+- <ìx -\-ey -^ f= 0, 

ove i sei coefficienti a b e d e f sono quantità date reali e finite. 

Alcuni coefficienti possono essere nnlli ; ma i tre primi non possono 
essere nnlli insieme, altrimenti l'equazione si abbasserebbe al 1" grado. 
Inoltre suppoiTemo che niun coefficiente possa essere infinito. 

Benché nella equazione entrino 6 coefficienti, pure la forma e la po- 
sizione del luogo non dipendono dai valori dei singoli coefiicieuti, ma 
solo dai rapporti di 5 fra essi al rimanente; infatti, l'equazione non 
3,ltei'andosi col moltiplicarne o dividerne i termini per una stessa 
quantità data, potremo dividere per uno dei coefficienti (che non sia 
nullo) ; allora al posto di quel coefficiente comparirà l'unità, e al posto 
degli altri compariranno i rapporti di rasi al detto coefficiente. Quindi 
segue che: per determinare l'equazione di vm, luogo di 2° grado è suf- 
flcieiite assegna/re delle condizioni, le quali possano vffìiir tradotte in 
cinque equazioni fra i rapporti di cinque coefflcienti al sesto, ossia 
in cinque equazioni omogenee fra i sei coefficienti. 

Quando le equazioni sono di 1" grado, il luogo è individuato. Un 
minor numero dì equazioni implicherebbe l'esistenza d'influiti luoghi. 
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I rapporti di 5 coefficienti al 6° possono denominarsi coordinate del 
luogo, o coordinate omogenee del luogo tntti G i coefficienti. 

3. Dati cinque punti nel piano, in generale è individuato il luogo di 
2" grado che passa per essi. Poiché, esprimendo che le coordinate di 
ciascuno dei 5 punti soddisfanno all'equazione [Ij, si ottengono 5 equa- 
zioni lineari omogenee fra i coefficienti; e siccome queste equazioni 
sono in generale indipendenti (*), così individuano il luogo. 

Se le coordinate dei punti dati sono x,y,, x^y^, ... , x^ y-^ , avremo 
le 5 equazioni 

ax^ -+- hx^y^ -+- cy^^ -+- dx^ -i-ey^-h f =0 



ax^^ ~h bx^y^ -+■ cy^ -)- dx^ -i* ey^ \ f =0, 
dalle quali dovremmo ricavare i valori dei rapporti di 5 dei coeffi- 
cienti ah...f si\ 6° e poi sostituire questi rapporti nella [1] divisa 
per lo stesso 6" coefficiente. Ma possiamo evitare questi calcoli, osser- 
vando che la [11 e le ultime 5 equazioni formano un sistema di 6 
equazioni lineari omogenee rispetto ai 6 coefficienti ah .. .f, le quali 
devono esser simultaneamente soddisfatte da valori non tutti nuìli di 
questi coefficienti ; or la condizione necessaria e sufiieiente perchè ciò 
avvenga è 



xy 



questa è dunque l'equazione del luogo di 2° 
cinque punti dati. 

È chiaro da quanto precede che per quattri 
flssipassano co, cc^, cri', co* luoghi di 2° grado. 

Diamo ora alcuni esempi di luoghi dì 2° gra 



1 



grado che passa pei 
, tre, due, uno punti 



3. n circolo è un luogo di 2° grado. Invero è chiaro che, posto 
xy = (0, il circolo che ha per centro il punto (a ^) e per raggio p è 
espresso dalla equazione in coordinate caì-tesiane 



{') Basta 
(-1,0), (0,1), (0, 



) particolare, ail esempio pei 



1 (1,0), 
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206 Gap. XII - § 3 

m {X - af -+- 2(a; - e.) (!/ - ,S) cosr.j -i- (y - fi)^ = p^ 

poiché il 1» membro esprime il quadrato tldla distanza fra il centro 
(a ]5) e il pnnto variabile (x i/). 
Questa equazione ò di 2" grado, sviluppandosi in 

a;^ -I- 2xy cosw -i- y^ — 2((x -\- ^ costo) x — 2(a cosùj -I- fi) y 
-+■ (^* -+- 2k|3 eosw -h p' — p^) = ; 

e però il circolo è un luogo di 2° grado. Quindi l'equazione [IJ può 
identiiìcarsi con questa; e per far ciò è necessario e sufficiente rendere 
proporzionali i coefficienti dei termini simili nelle due eqiiaziooi, poiTc 
cioè le condizioni 



— 2(a-l-pcostrj) — 2(acos'j) -i-^) a'^-t-'iajScosoj-t-^- — p^ 

Si lianno cosi 5 equazioni lineari omogenee fra i coefficienti a , . . f; 
basterà quindi assumere questi eguali ai denominatori (moltiplicati, 
se si vuole, per una stessa quantità arbitraria), aiflnchè la [1] rappresenti 
il circolo di centro (^r p) e di raggio p. 

Quali relazioni debbono esistere fra i coefficienti della equazione [1] 
afììnchò essa rappresenti nn circolo? 

Essendo a j3 e p indeterminate nel caso attuale, bisognerà eliminare 
queste quantità dalle [4], e quindi si avranno 2 equazioni fra i coeffi- 
cienti della [l]. L'eliminazione si fa immediatamente, poiciiè « ,3 e p 
non entrano nelleprime 2 equazioni [4]; onde le equazioni di condi- 
zione saranno 

e = ft 6 = 2ff costo. 

Adunque i! tipo dell'equazione di un circolo è 

f5] a (x^ -+- 2xjj eos-.o -1- y") -\- dx -^ ey -\- f -= 0, 

Possiamo detenninare le coordinate del centiv e il raggio in funzione 
dei coeificienti ade f , o meglio, in ftiuziono dei rapporti di 3 fra 
essi al 4". Infatti, eguagliando il 1° dei rapporti [4] a ciascuno dei 3 
nltimi, si hanno le equazioni 

«H-|iCOSùJ= — , KC03((!4-ji^ — 
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La l'' G la 2^ datino 



e la 3" Ah 



i_ 



d- -v-e^ — ■ 2de cosw 



p = + — }'d'-i-e' — -2<lecOfi'.o — iafsoìì% , 

— 2c(seooj 

ove + è il segno di a. 

Dalle espressioni di ^ |S ;; risulta che il centro 6 un pnnto rta-le; 
ma il l'aggio può essere reale o nullo o imaginario puro. Nel 1° caso il 
circolo è reale, nel 2° rjducesi al suo centro, nel 8" diremo che 
l'eqtiazione rappresenta un circolo imaginario. 

Dalle ^ -f- 5 costo = , a cosw -hS = — -— facilmente si deduce 

2a 2a 

d e 

che, prendendo sugli assi due segmenti egualia — -— , -— , e tirando 

■ 2« 2a 

per le estremità rispettivamente le perpendicolari agli assi, queste de- 
terminano il centro con la loro intersezione. 
Per assi ortogonali le precedenti formole si se mplili cario. Allora si lia 

„^e e & = 0, 
«(a;« -ì-i/)^ dx -h ey -i- f^O, 

a^-± g = 1 

2rt ^ 2o ' 



1 più semplice di un circolo ò 



Per individirare un circolo bastano 3 pnnti, visto che nella [5J 
compaiono solo 4 coefficienti. Procedendo come nell'esempio precedente, 
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si trova che V equazione del circolo clie passa per tre punti dati (x^ y^) 

i^; y.) (^. y.) é 

-h2xy cosw -hy^ x y 1 

-i- 2a!jj/|Coscu -+- y^ x^ yy l 

-+- 2a;2j/jCoaw -v- y^ x^ y^ 1 

-I- atCj^jCosw -!- y^ ^i ys 1 



'1. Dato due rette i* r' mediante le equazioni 

ax^^y^y = a'x -^ ^'y -+- ■{ = 0, 

il loro insieme sarà espresso dall 'equazione-prodotto 

[7] {ax H- ^y + t) {^^ -^ ^'y -+- y') = ; 

poiché i puDti, le cui coordinate soddisfanno all'equazione di una delle 
due rette, soddisfanno anche ali 'equazione-prodotto, e vicevei^a. Questa 
equazione è di 2° grado; e però una coppia di rette costituisce un 
luogo di 2° grado. 

P. e. ]' equazione xy ^0 rappresenta le due rette di equazioni 
a; = 0, ^ = 0. L'equazione a^^ = rappresenta la retta di equazione 
x = contata dtie volte, e y^ ^ la retta di equazione y ^-0 con- 
tata due volte. L'equazione omogenea 

[8J ax"^ -\- bxy -+- cy'' = 0, 

se rt^'-O, può esser risoluta rispetto a a^, e porge 

— b-\- yi^ — 4cfc _ —i — \fb^ — éae. 



2rt 



-V e 



le quali rappresentano due rette. Le due rette sono reali e distinte, 
reali e coincidenti, coni pi esse-coniugate, secoudo che 6* — 4«<: >• = < 0. 
Analogamente, si può risolvere la [8J rispetto a i/ se 6=i=0. 

In particolare: ax^-y- cy" = [xy a-i-y y — cj^xl'a — y (/— fi). 

Ancora: l'equazione priva di y 



porgo 



h/'=0 



- l 'f?- — iaf 



- (( — y^r- — iaf 



le quali rappresentano due rette. Esse sono reali e distinte, real 
coincidenti, compi esse-couiugate, secondo che # — 4af> = <0. 
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Dei pari: 
[lOJ inf^eu^f- 

rappreaeuta due rette. 

3. Consideriamo il luogo rappresentato dalla equazione in coordinate 
cartesiane 



ove X \!. si siippoogono positivi. 

Kisolata rispetto a (/, l'equazione diviene 



,,^±U'x^ 



Questa prova clie per a;>X e per x<^ — X risulta y imagiuario, e però 
non vi sou punti (reali) del luogo fuori della striscia compresa fra le 
parallele a y condotte pei punti A A' di x individuati da x=X e x^= — J., 
Per x=ì. e per ai=— J. si ha y=0 ; quindi il luogo passa per A e A'. 
Per X decrescente da i a 0, (/ ha due valori opposti, uno positivo e 
l'altro negativo; il positivo cresce da a )),, 
il negativo decresco da a — ji; quindi il 
luogo passa pei due punti B B' di y indivi- 
duati da y=\i' e y= — \i. . 
Per X decrescente da a — 5. si ritrovano 
i stessi valori di y, ma in ordine inverso 
(poichò nell'equazione entra solo x^). 

Dunque il luogo è una curva rientrante o 
chiusa, tutta compresa nel parallelogramma 
avente per mediane AA' e BB'. I suoi punti sono a due a due simme- 
trici rispetto a x secondo la direzione v. E lo sono anche rispetto a 
y secondo x (§:iacchè scambiando x con y ^ \ con |j. l'equazione non 
muta). L'origine è eentro di simmetria pel luogo. 




O. Consideriamo ora il luogo dell'equazione cartesiana 



ove X \i sono positivi. 
Si ha 



]. D'Ovinio. — Gsomi 



.^±ìì: 
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Gap. XII - g 6, 7, 



L pumi (reali) del 



Per J.>.T>— i è y imagi na rio, e però non vi 
laogo nella striscia fra le parallele a y pei 
puati A A' di X individuati da x^X e x = — X, "X 

Per x = X e per x=—\ è ]/ = 0; quindi 
il luogo passa per A e A', 

Pei' X crescente da X a -h co , y ha due 
valori opposti, il positivo crescente da ( 
-i-t» e il negativo decrescente da a ^os 

Per X decrescente da ^X a ^co si riproducono quei medesimi valori. 

Dunque il luogo è una curva composta di due rami aperti doppia- 
mente estesi all'infinito, simmetrica rispetto a x secondo y, ed anclie 
rispetto a j" secondo x, e simmetrica rispetto all'origine. 




[131 

ove •j>0 

Si Ila 



Ancora: sia data l'equazioue cartesiana 
y- = \'-',' , 



/-±1/- 



i sou punti (reali) del luogo 




Per x<.0 !/ b imaginarlo ; e però non i 

se non da ima banda di y. 

Per a;=0 è ^=0] quindi il luogo passa per l'origine- 
Per X crescente da a -i-oo , y lia due valori opposti, 

l'uno crescente da a -i-co , l'altro decrescente da 

a — <» . 
Dunque il luogo è una curva composta di un ramo 

doppiamente estendeutesi all'infìnilo, e simmetrica rispelto 

a s secondo j" (non viceversa). 

S. Noi dimostreremo a suo tempo clie l'equazione di 2° grado [1] 
si pnò sempre ridurre ad una delle pai-ticolari forme che abbiamo ora 
considerate, mediante una conveniente trasformazione di coordinate. 
Ma prima vogliamo esporre parecchie proprietà comuni a tutti i luoghi 
di 2° grado. Intanto il lettore, per meglio comprendere tali proprietà, 
potrà rafftgurarsele applicandole alle singole curve che abbiamo ora 
considerate, ed altresì alle coppie di rette; sicuro che così fecendo si 
troverà alla fine di non aver nulla omesso. 

Dimostreremo anche che ogni luogo di 2° grado si può ottenere come 
intersezione di un dato cono di rolazioue con un piano. Per questa 
proprietà i geometri greci li chiamarono sezioni coniche o semplicemente 
coniche. E noi adotteremo tale denominazione. 
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Intanto richiamiamo l'attenzione del lettore sopra gl'importanti teo- 
remi generali che passiamo ad ^porre nei §§ 9 e 10. 

9. Il luogo dei punti d'intersezione delle rette corrisjjondenti di due 
fasci omografici, posti in un medesimo piano, è un luogo di 2° grado, 
die passa pei centri dei due fasci (Steiner, Chasles). 

Siano P ^ Q ^ le equazioni di due rette deirun fascio, P' = 

Q' = quelle delle corrispondenti nell'altro; potendo moltiplicare 1 

primi membri per numeri arbitrari, possiamo supporre che la retta 

di equazione P -t- Q = nell'nn fascio abbia per corrispondente quella 

di equazione F-h-Q'^O nell'altro. Allora a una retta qualunque 

XP-i-fj.Q = dell'un fascio corrisponderà XP' -i- [j.Q' ^ nell'altro; il 

punto comune a queste due rette soddisfarà dunqtie all'equazione 

I P Q ' 

I ^-= , che è di 2° grado. Ed è evidente che il plinto comune 

alle P = Q = apparterrà al luogo di questa equazione, come pui-e 
quello comune alle P' ^ Q' =■ 0. 

Un luogo di 2° grado può venir considerato come luogo dei punti 
d'intersezione delle rette corrispondenti di due fasci di rette omografici 
aventi per centri due suoi pu/nti arbitrari. 

Siano S S' due punti del dato luogo, ABC tre altri suoi punti. 
Facendo corrispondere nei fasci di centji S S' alle rette SA 8B SC le 
S'A S'B S'C, sarà determinata un'omografia fra i due fasci; e pel teo- 
rema precedente, il luogo dei punti d'intersezione di una coppia qua- 
lunque di rette corrispondenti sarà di 2" grado, e. passerà per ABC, 
per S e per S'. Ma per questi cinque punti passa soltanto il dato luogo 
di 2" grado. Dunque tutto è dimostrato. 

10, Se sei punti di un luogo di 2" grado si prendono in un Oì'diìia 
qualsiasi come vertici di un esagono semplice, i tre punti d'intersezione 

^ dei lati ojyposti {i° e 4», 2<- e 5% S" e 6°) 

di questo esagono sono in una retta 
( teorema dell' esagramma mistico di 
■ Pascal, 1623-1662). 

SiaABCDEFl'esagono.I fasci D(BACE) 
F(BACE) sono omografici, e quindi an- 
che le punteggiate (BALH...) (BMCK...) 
sezioni di essi con le rette BA BC . 
prospettive, poiché a B corrisponde ^so stesso; e 
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però le rette AM LC HK concorrono in un punto 0. Dunque H K 
sono in una retta, secondo l'enunciato. 

Viceversa; se sei punti soiio vertici di un esagoìio semplice, tale che 
i tre punti d'intersesione dei lati opposti cadano in una stessa retta, i 
sei punti appartengono a un luogo di 2" grado. 

Alenile formoie. 

11. Per conseguire simmetria ed omogeneità nelle formole, noi 
indiclieremo le due coordinate projettive (o cartesiane) di un punto 
del piano con due rapporti T^ : at^ x^:x^; il clie è sempre lecito, anzi 
uno dei ti-e numeri è arbitrario; sicché x^ x^ «3 sono coordinate p>-o- 
Jettive o cartesiane omogenee del plinto. Allora ogni equazione di 1" 
grado In af^ ise^ x^:xg, 

<,,?! + a,J + „._0, 

moltiplicata per a;., diviene 

[1] a,x,^a,x,^a.,x.,^0; 

siecliè il primo membro diviene una forma lineare ternaria (V, 6J. Del 
pari, un'equazione di 'i" grado 

\X^I X.^ X3 Xx^' X'j x^ 

moltiplicata per x/, diviene 

axi^ -+- bx^x^ -+- CX:^ -+- dx^x-^ ■+- ex-^x^ -¥- fx^ = ; 

sicché il 1" membro diviene una forma quadrcttica tffi-naria. 

Per far differire l'aspetto di essa il meno possibile daJio sviluppo del 
quadrato della precedente forma lineare, adotteremo per denotare i 
coefficienti una stessa lettera, p. es, a, affiggendole due indici, e pre- 
cisamente scriveremo 

[2] a^^^x^^ a^^^^-\-■a.^^x^''-^-2a^,|,x^x^-{-'2a^^x^x^-+'2a^.^x^x^=0 . 

Indicheremo inolti'e il 1" membro con ^{x^x^x^) f{x), ed anche 
con 2 ahp Xh Xp (posto «hp = ffp/i ; ft , p = 1 , 2 , 3) . E con 

fi{3?i x^ x.^) %{x^ ajj X3) f3(a3, X; x^) f,(a;) f^(^) ?.J,x) 
denoteremo le semiderivate delia forma i{x) rispetto ad x, scj ìk^, 
cioè porremo 
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a^,x, -+- a,,x, -^ c,,^x, = S a,„ x, = f,{x, x, x,) = f,(x) 
[SJ a,,x, -+- a^,x^ H- a^,w^ = S o,p a^^ = f,(a!. ic, x^) = f,(a;) 

d'onde ridciititL'i 

[d] f (x) = x,Ux) + se,ya;} ■+■ x.^x) . 

13. Coi coefflcienti di Xi x.^ x.j aelle semiderivate di f(a'} Ibrmiamo 

il determinante simmetrico (V, 7) 



discriminante di f{x). Esso è il risultante di f^ix) f^fx) {^(x), cioè si 
annulla allora e solo allora quando esistono valori di Xi x, x-^ che le 
annullino simultaneamente. 

Indichiamo con A^^ J^j ... i subdetermiuanti minori complementari 
degli elementi o^ «^ ... in A, cioè poniamo 



denotando con hkl pcp- permutazioni (distinte o no) di 1 2 3, queste 
forraole si compendiano in 



prendendo il -f- ^ secondo che le due permutazioni sono della s 
classe di classe diversa. E sarà Ahp^Aph. 
Si noti che è 



ed A^3 è il discriminante di questa foi'ma. E così via. 
Si hanno nove identità compendiate nelle 

i;6] ahiAhì -f- dh-tAìs -{- ahiAhì = A 

17] UhìAiiì -+- ai&Anz ■+- amAkZ = . 
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Iiiolti'o, per lo note proprietà dei determinanti ad elementi aggiunti 
o reciproci, si ha l'identit^i 



[8] I A,, A^^ A,^ = /i% 

I ^,M ^^3; ^S3 i 

e le sei compendiate in 

! An,, Akr I 
t®J I A,l A^r |=±^1"""- 

13. Altre identità da considerare sono quelle compendiate nella 
gaente, facile a dimostrare (V, 13) : 
[10] a:,hi{«ì) = U {xf -i- Mx^^ — 2AuXi, xi ^ A^i^x^i . 

Se ^«--1=0, si ha 

Anx^^~2Aì,ìXhXi -^ Ai,^xt^^ AiAx^ ""7^*') " -r-Xi'^^ Ai,i,x^i 

\ Ali ' Ali 

e però se ai,h-'~Oe -4;H=^0, f{x) assume la forma canonica 



Ordine, rette tangenti e loro InTlluppo. 

U. Un luogo piallo di 2° grado ha comuni con una retta qualunque 
del piano due punti, reali e distinti, reali e coincidenti, o complessi 
coniugati. 

Sia 

f(a;,^,«,) = 

l'equazione del luogo di 2^ grado, e 

ò^x^ ■+- b^x^ -+- b^x^ = 
quella della retta. Per cercare i punti comuni, bisogna considerare 
come coesistenti quMte due equazioni. Una almeno delle b^ b^ b.j non 
dev'essere zero; e sia b^^^O; allora la seconda equazione dà 
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e sostituendo questa espv' 
ziono della, forma 



la quale è di 2" grado, e però dà per x^:x^ due valori, Cìaseimo di 
K a:, b., 

questi individua un valore di a:, : a;, = — ~ r^ i e qumai un 

bi x^ l\ 

punto. Dunque il luogo di 2" grado e la retta hanno comuni dae punti. 
Secondo che ì due valori di a^j : x.^ sono reali e distinti, o reali ed 
egnali, o complessi coniugati, tali sono anche quelli di x^-.x^; quindi 
si hanno due punti reali e distinti, o due ptinti reali e coincidenti, o 
due punti complessi coniugati. Nel 1» caso !a retta si dice secfinte, nel 
2" tangente, nel 3° esterna. Nel 1° caso si hanno due punti d'interse- 
zione, nel 2" caso si ha un punto di contatto. 

Se l'equazione di 2° grado in x^ : x^ avesse piix di due radici, nel 
qual caso si ridurrebbe a una identità, la retta farebbe parte del luogo 
di 2" grado. 

Con lo stesso ragionamento si prova che: un luogo piano di grado 
n ha comuni con ogni retta del suo piano n jnmti, fra reali e imagi- 
nart, distinti e coincidenti. 

Dicesi ordine di un luogo il numero dei punti (reali ed imaginari) 
che esso luogo ha comuni con ogni retta del suo piano, quando questo 
numero è Anito e eostante. Dunque : Vordine di un luogo è eguale 
al grado di essa, se esiste (VI, 21), 

La retta è tm luogo di l'ordine; e t luoghi di 3" grado nono di 2" 
ordiite. 

Quando poi l'eqtiazione di un luogo in coordinate projettive (o car- 
tesiane) contiene funzioni cii-colari, esponenziali, logaritmiche, ecc. delle 
coordinate, insomma delle funzioni trascendenti, la curva dicesi tra- 
scendente, e la nozione di ordine cessa. F. es. ie equazioni 

ìj = sena: g = tgx 

rappresentano curve trascendenti. L'asse delle x le seca in infiniti 
punti, poiché per y = si ha sena; = e tanga; = 0, onde 

x = ,±-7^ , + 2'n,±Si^,... 

Siano P Q due punti di un arco di curva, e tiriamo la retta PQ. 
Supponiamo che il punto Q cammini sull'arco PQ avvicinandosi inde- 
finitamente a P: ai tempo stesso la retta PQ si muoverà intorno al 
punto P; e se, mentre il punto Q tende alla posizione P, la rett» PQ 
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tcudc ad lina posizione limite PT, questa dicesi tangente alla cuvva 
nel pmito P, il quale dicesi punto di contatto. 

Onde la tangente va considerata come uua retta tale, che due (al- 
meno) dei punti comuni ad essa ed alla curva coincidano ; e però una 
retta può toccare in un punto una curva e secarla in altri punti. 

Ma quando ìa curva è di 2° ordine, allora la tangente non lia in 
comune con la cuiTa che i due punti coincidenti. 

15. Se due punti P P' del piano hanno le coordinate projettive 
(o cartesiane) tcy, x' i/, ogni punto della retta r da essi Individuata 

Xx ~\- Ila/ \y -+- ni/ , . , 

ha coordinate della forma — ;— — — —. , e al vallare di A: u. 

si ottengono i singoli punti della retta. Più generalmente, se x^x.^x.^, 
a/j x\ x\ sono coordinate projettive (o cartesiane) omogenee di P P', 
ogni punto della retta r da essi individuata ha coordinate della forma 
{Xa^i -I- [iic', y.x^ -+- [la^j Xx^ -i- [la/^ì, e X : [i è coordinata proiettiva su r. 

Noi ci serviremo di coordinate omogenee, bastando porre x^ = 3/3= 1 
per ricadere nel caso precedente. 

Per conoscere quali e quanti punti la retta r abbia comuni col luogo 
di 2° ordine rappresentato dall'equazione f(a7^a'ga33) = 0, basta eviden- 
temente cercare quei valori di X\\s. che soddisfanno all'equazione 

f (Xa^i -H jiar'j X.rj -t- \!^\ Xx.^ -f- p^.-k'^) = ; 

la quale, ordinata rispetto a X e [j., può scriversi 

i{x) . J-'-f-2f Q. X|.-^f (^') . ,1= =^ 0, 

qualora si ponga per brevità {V, 9) 



<]- 



■ ,' ^ f\ = a,.x,x'. -I- ci,,x,x\ H- OgoXoa/o 



h fr^g(ic,a5'j -t- x^af^ ■+- a,^^ix^x\ -+- x^^ -1- a^J^x^x\ -+- x^flif^) 
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Molte importanti proprietà scaturiscono da questa oquEiaiono, die 
) così 



Essendo di 2° grado in X : ;i,, l'equazione fornisce duo valori di X : jt, 
e quindi due punti di r; e così è di nuovo dimostrato die an luogo 
di 2" grctd-j è di 2° ordine. 

Le due radici della equazione son dato dalla formola 



X -'Pil/'P-""»"-'' 



Esse sono reali e distinte, reali e coincidenti, complesse coniugate, 
secondo che sia 

[;ì] f(.T)f(;^)-f^^,)'< = >o. 

Ora questa quantità può scriversi 

f( ^ ) {(x-) o^^f,{x)-\~x'Mx)-hx\t,{x} x\?i{x')+x\f^(x^)-^x'JJx') 
_\X, X^ Xg\ I t,{x) f^(x) {^{X) I _ ^ Uh Xkl 1 fft (ic) fs {x) I 



I fi, (ce) ti {x) I I fflftì xi -+- ai,2 Xì-^a,3Xi a:,i xi -i-a)SXi-i- «ss Xì l 
I f/i (su') f/i (a;') I ~ j aiax'i ■+- a .ga; 3 -+- a/isx's cimx'i -+- aiiz^z -+- «43 x'z \ 

quindi, indicando con hkl e jiqi- permutazioni pari di 1 2 3j si lia 

f(x){(x'} — ti''"Y = lAtr 
\Xl, Xl, \ \a!p Xq I 



\Xh X]i\ \Xp Xq\ 



e siccome 



f * sono (VII, 7 e 10) le coordinate m; Mc 
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f(a:) t\ai-) - ff ^,)' = SA;,- lOi u, . 



della retta r; così sarà 

Dunque : la retta r{u^ u^ ?%) sarà secante, tangente, esterna al luogo 

di 2° ordine ì(x) = 0, secondo che 

[5] lA,, iiiu. < ^ > . 

Questa forma ternaria quadratica di u^ u^ u.^ è la reciproca (V, 8) 
di i{x), e s'indica oon h\n^u„ii.^) o F(it) , e può scriversi 



L'insieme delle tangenti costituisce un inviluppo (VII, 6); e noi diremo 
che costituisce la conica pn-oposta coìisiderata come inviluppo. 

Dunque F{u) = è l'equazione della conica come inviluppo. E però 
la conica è un inviluppo di 2" grado. 

16. Se per poco supponiamo che P' sia un punto del Iviogo, risulta 
i{x') = 0, e un valore di 3, : \ì. nella [1] ò nullo, mentre 
l'altro è dato dall'equazione 



Sarebbe nullo anche quest'altro valore di \ ; ji, se fosse 
f [ ,] = 0, e solo allora. Ora, dato P' sul luogo, l'equa- 



zione f 



= ò di l*' grado in i 



, e quindi è soddisfatta da 



infiniti punti P, il cui luogo è una retta. 

Fa eccezione il caso che a/j x\ x'^ annullino simultaneamente fi(iK') 
faC^') ^3(^)5 "^^o p<fflsibile solo se ^1 = 0. 

Dunque: se A ^~ 0, per ogni punto P'(ic', ìb', af^) del luogo di 2° oì-dine 
f (x)^0 passa una rettct che è ivi tangente al luogo : la sua equazione è 

e le sue coordinate omogenee sono 

ìl'.-f.M U\^UX'Ì «■,-«»!')■ 
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. nuovo qualunque il punto P'. Ln retta, r è tangente 

t{xì fK) - f Q'- . 



Dato P', quest'equazione è di 2" grado in 
da infiniti punti 




iCj x^, ed è soddisfettft 
il cui luogo non può 
essere che una coppia di rette. Dunque: pes- 
offni pimto P" del piano passaiio due rette 
tangenti al luogo di 2" ordine t{x) =- 0, e to 
,^1 loro equazione complessiva èia [7], Esse pos- 
sono essere reali e distinte, reali e covici- 
denti, complesse-coniitgate. 

Se il punto V è sul luogo, (ssia se f(x'}=0, 



[7] diviene I 



1=0; vale a dire clie 



le due tangenti coincidono in una 
due tangenti sono reali e distinte, 
pi esse-coniugate, interno. 



cioè nella tangente in P'. Se le 
1 punto P' ai dice esterno ; se com- 



punti coniugati - Sistema polare. 

18. L'equazione [1] dà per Xiii. due valori opposti, quando manca 




2" termine, ossia quando è ff 



= 0. 



Allora i punti comuni ad r e al luogo 
sono coniugati armonicamente rispetto a 
j; e F, e viceversa; P e F si dicono co- 
niugati (o reciproci od armonici) rispetto al 
luogo. Dunque la condizione di coniugio di due pivnti V V è 



[8] 



-0 



x,U^')A 



«,f,(^)H 



%Ì,{x-) = G. 



È chiaro che: su ogni retta r esistono infinite coppie di punti 
coniugati, le quali formano un'involuzione, che ha per punti doppi i 
punti cornimi alla retta ed al luogo, 

19. Se il punto P' è fisso e la retta r descrive il fascio di rette di 
centro V, P si muove con r sodisfacendo sempre alla [8], che è 
di 1" grado in a^, x^x^; e quindi P descrivo una retta p'. Ciò finché 
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^='--=0. Dunque: se A=~Q, il luogo dei punti coniugati di un punto 
fisso P' è una retta p', la quale ha per equazione la [8j. 

Il punto fisso P' 81 dice polo della retta p', e questo. 2>olore del punto 
P'; e possono anche dirsi il punto e !a retta coniugati. 

È evidente che : se im punto sta sulla polare di un altro, questo 
starà sulla polare di qtiéllò. 

Se il punto P' non appartiene al luog:o, sicché f(a/) =1= 0, è evidente 
che i punti comuni alla polare p' e al luogo soddisfanno all'equazione 
[7J della coppia di tangenti condotte da P'; e però la polare passa per 
i punti di contatto {reali o iìnaginarì) delle tangenti condotte dal polo. 

Ne segue che : se il polo è interno, la polare li esterna ; se il polo 
è esterno, la polare è secante. Inoltre è chiai-o che : se il polo appar- 
tiene al luogo, la polare dimene la tangente ivi. 

SO, Le coordinate della polare del punto Y sono 

[10] »,-««•) •',-««') «'.-te»'). 

Ora (V, 4) questa sostituzione lineare omogenea lega le u\ u\ u'^ alle x\ 
cc'j a;'g ; essa ha per modulo A\ e se ^ =h , rappresenta una corre- 
lazione {VII, 16 e 17). Dunque : la coj-rispondensa fra polo e polare 
è mm eoì'relasione, la quale é reciproca (od involutm'taj , cioè tale che 
ad un punto considerato nell' un piano o nell' altro coiTisponda una 
stessa retta. Essa dicesi polarità o sistema polare. 

Il luogo dei punti che appartengono alle loro polari è il luogo 
proposto; poiché per essi 

x\i,{x') ■+- x\fi(x') -+- x\{^{x') = , cioè f(x') "--- 0. 

E le retto pacanti per i loro poli sono le tangenti al luogo Quindi ■ 
neUa polaHtcl determinata da Uìia conica, quetta stpiesenta come luogo 
dei punti incidenti sulle Imo pókni, e come inmlappo dfllf lefte pas- 
santi per i laro poli. 

Quando l'equazione i{x)^Q non è soddisfatta da vaioli reali di 
^i ccj iCg , ma solo da valori complessi, ossia quando il luogo è imagi 
jiario, si pìtò assumere come aua depnizione il sisU^m/i polcai 

31. Sempre nell'ipotesi l 0, U pieced ute sostituzioii [lOJ U oii 
gine alla sua inversa (V, 8) 

x\-=^^-(A,,u\-^A,,u'^-i-A,,u'.,} 
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ardaiido che le semiderìvate di F(i() so 









1 •+- -^is^s 


e clic -'!;,,, 


= A,u 


, diviene 





[11] ^; = -F,{^0 ajV-^F.K) x, = -^F,((0. 

Quindi : si poU-anno assnmei-e F^itt') Fj(m') F3(i(') ccMie coordinate del 
polo F deHfl retta p' {7(\ Jt'j it'a); e (io particolare) co»n? coordiiiate del 
punto di contatto, se p' è tangente. 
Si noti l'identitA 

L12J F(w) = M,F,(«) -H w.;Fì(yO -I- iijFsCit) , 

e le altre analog:lìe a quelle [% 13] registrate relativamente ad i{x) e 
sue derivate, p, es. 

[13] ^ftftF(M) =- Fi.iuf + 4 («(i V— 2nu M„i(; H- rt„, H/'). 

Si noti alleile clic, se P e p sono polo e polare, si ha la relazione 
[14] F(«) = «,F.(.«) -+- ... ^A\Ì,{x)x, ^...]=Ai{x), 

e elle inoltre la [13] diviene 
[15] Auu f (.e) =Axh^ ^ a,i h{xf — 2o,« f „ {x) f, ix) -V- a,,,, f, [xf. 

Coppia di rette. 

33. Elmane a considerare il caso ^ =^0 (V, 10). Se la caratte- 
ristica di ^ è 2 (vale a dire: se è nullo A, ma non sono nulli tutti 
i suoi suddetenninantì di 2" ordine), le equazioni 

[16] f,(.r) = Ux) = i^{x) ^ 

equivalgono a due indipendenti, e determinano i mutui rapporti di 
Xi iCs a?,; in altre parole, ammettono una soluzione comune, che ò 
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od anclic! 

[18J s^^X'l'A^, S3 = V|'5^ S3=X'f/Z^, 

(dove bisogna dare alle radici segni convenienti, ed osseiTare che non 
poasono_esserQ tutti nulli ^l^i A.^^ A^^). Qaesla soluzione individua un 
punto 8(8^8383), comune alle rette delle equazioni [16]; il quale punto 
appartiene al luogo, perchè si ha 

[19] f,W = f,(s) = f,(8) = 0, 

onde s,f,(s) ^ s,Us) -h s^t^(s) = , ossia 

[20J f(s)- 0. 

Il sistema polare si specializza. Infatti, ad S non corrisponde come 
polare una retta determinata (annullandosi le coordinate {^(s) fj(s) 13(8) 
della polare stessa) ; e ad ogni alti'o punto P' del piano comsponde 
come polare una retta per S (poiché l'equazione della isolare di P' 6 
evidentemente soddisfatta dal pnnto S). 

Se P' è un punto del luogo e diverso da S, l'equazione che deter- 
mina i punti comuni alla retta SP' ed al luogo è 

che si riduce ad un'identità, essendo f>) = , f[ .1^0, f(iB') = 0; 

dunque tutta la retta SP' fa parte del luogo. Del pari, se P" è un 
punto dei luogo ed esterno alla 8P', tutta la retta SP" fa parte del luogo. 
E siccome più di duo rette costituirebbero un htogo di grado superiore 
al 2", così il luogo di 2" grado ora si scinde in due rette. Esse hanno 
comune il punto S, il quale dicesi doppio. 

Lo stesso si vede tenendo presente che attualmente f{x) pu6 ridursi 
a forma qiiadratica di due variabili (V,10); e infatti la fll] § 13 per 
A = «/!,', =;■- Aii=.= diviene 

[21] f (==) - i- &(!»)■ H-^- (.I.-^V,)' 



f(,;_-!-(f.W+l/-J,,(«,-^'a',)l (f.(«)-V: 
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e quindi mostrn clic r(.r;) -— rap presentii le due rotte di cquiizioi: 

[22J f,,(aì)+i/=3;;(x.--;|^«)-o, f,(,,)_j/'=37(«,_^'»,)_o 

rette reali e distiate o complasse-coniugate secondo che Aìi<_ o >■ 0, 
r S (perchè f,,(s) = , s,,- — 7^' »; = 0). 



Si può invece ricorrere alln [15], la quale per ^1 = --!;,,, =:■= riduce 
la f(a;) = a 

ciii{i,(xy - 2au U^) U{x) -+- a,:, H^f = , 

che si scinde in due di 1° grado. 

Vicevei'sa: se l'equazione f(«)=0 rappresenta due rette distinte, 



si ha derivando 

fi(ic) = V^(iC^Xi-i-K^^-+ K-^X^) -f- ll\{v^X^-i-V{JJ^-'i-r..:r.:) 

fg(ic) == Vs{tViXi-+-to^^-Hii!2C>^^) -+- '«^(«^tKl-^^■^i';^-^- '■;.''■,,); 

e però le [LG] ammettono una soluzione comune (qaella dello due 
v^x^-i-v^^-ì-v^x^ == , it^Xi-^ìc^Xr^-hw^x^ = 0) ; onde A^O . 

È da osservare che tutti i punti di una data retta per S iianno una 
stessa polare, cioè quella retta che è coniugata armonica della data 
rispetto alle due rette del luogo ; che la tangente in un punto del luogo 
diverso da S è quella retta del luogo che contiene il punto ; e che 
tutte le rette per S sono tangenti in S. 

Concludendo ; l'avere il discriminante A la caratteristica due è condi- 
zione necessaria e sufficiente perchii la funziona di 2° grado i{x^x^.^ 
si scinda in due distinti fattOì-i di i° grado, e quindi il luogo di 2" 
ordine di equazione f(xia;,ie^) = degeneri in una coppia di rette, 
reali distinte complesse-coniugate. Si verifica il 1" od il 2" caso secondo 
che, essendo a-hh ='= 0, sia Aii<i > 0. 

Le coordinate del punto doppio sono date dalle [17] [18] ; l'equazione 
del punto doppio è dunque indistintamente 

[23] Fi(«)=0 F;{ìO=0 F3(i0=0 «1 l'^-'^i,"-^"; V^-^u^ ^4^=0 . 
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Si Doti inoltre ciie, se ^,,?,=-=0, si ha (V,10) 

e quindi: attuaimenU la contea coinè inviluppo si riduce al punto 
doppio contato due volte. 

33. Se la eamtteristka cìi 4 è 1 (v;ile a dire : se sono ni-illi lutti 
i suddeterini nauti di 2" ordine di .^1, ma non tutti gli elementi), allora 
le tre equazioni [16J si riducono ad una sola ; e precisamente, se 
«;,;<=,- 0, è 

[■25] Ì{^^--~U:cr=[x,\7^,^x,\%, + x.,\%;f; 

O'hh 

quindi, se la caratteristica di A è uno, li liiog'o si riduce alla retta 
di equazione 

f/,(x) = o X, Ya',[ -h x^ l'Vs ■+■ ^3 V^i = > 

contata due volte. Allora ogni punto di questa retta ha una polare 
indeterminata, ed ogni altro punto del piano ba per poiai-e questa retta. 
Allora la F (it) = ha tutti i coefHeienti nulli, e però è soddisfatta da 
ogni retta del piano. 

Per annullare tutti i sudde termi nauti di 2" ordine del determinante 
simmetrico A, basta (V, 2) clie se uè auuullino tre convenientemente 
scelti, p. es. A/,u Aim A^ . Dunque : è necessario e sufficiente che la 
caratteristica del discriminante A sia uno (ossia che si annullino tre 
suddetenninanti di A dei tipi AniiAin, Ain), affiìichè la fwnzione di 2° 
grado i{XyX^x.^ sia il quadrato di una funzione di 1" grado, e quindi 
il luogo di 2" ordine di equazione f (iCj x^ x.^ = si riduca ad tma retta 
contata due volte, clie dicesi retta doppia. 



luTiliippl piani di 3" grado - Classe 

2-i. Le proprietà, e lo forniole che abbiamo esposte intomo ai iuog'lii 
di 2" grado hanno le loro duali rispetto agli inviluppi di 2° grado. 
Siccome i ragionamenti e i calcoli relativi ai luoghi si applicano agli 
inviluppi mediante lo scambio delle parole « punto » e « retta • e 
delle loro coordinate, cosi uoi non istaromo a ripeterli, ma ci limite- 
remo a notare i risultati principali. 
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Un invilujìpo piano di 2" grado è rinsieme dello rette del pÌ;mo, le 
cui coordinate projettive (e in particolare pKlckeriane} v, r, soddi- 
sfanno ad un'equazione di 2" grado 



\-buvi^ 



\-du--] 



ove i coofflcienti a h e d e f sono reali e finiti (§ 1). 

L'inviluppo è individuato dai rapporti di cinque coefficienti al sesto; 
tali rapporti possono chiamarsi cowdiìuite dell'inviluppo, e i sei coef- 
ficienti stessi coordinate omogenee. Cinque equazioni omogenee fra i 
coefficienti determinano un inviluppo di 2" grado. 

Cinque rette Ì7idÌvÌduano un inviluppo di 2" grado (§ 2), 

Un inviluppo di 2" grado può venir generato come inviluppo della 
vetta che v/nisce due purnti corrispondenti variabili di due punteggiate 
omografiche esistenti in due rette di esso (§ 9). 

Le rette, che uniscono i veriiei opposti di un esagono semplice formato 
da sei rette qualuìique di un inviluppo di 3" grado, concorrono in un 
punto (§ 10): teorema di Briasohon. 

L'inviluppo delle rette aventi da un dato punto [-/. ^) una data dì- 
stanza p ha l'equazione 

(au M- |3ti -+- l)^ sen^w = p^ (w^ -+-V' — 2uv costo), 

e però è di 2" grado. Esso è l'insieme delle tangenti al circolo di centro 
(« i3) e raggio p (§ 3). 

Una coppia di punti costituisce un particolare inviluppo di 2" i/rado 
(§4)- 

Le equazioni 

).^ ti' ~h l>° y' = 1 }.' u- — 11.'^ v^ --= 1 Vi,*"- -■= 4is 
rappresentano particolari inviluppi di 2" grado (§ 5, G, 7). 

33. Usando coordinate omogenee «, u^ u^ di rette, Is equazioni 
degl'inviluppi di 1" 2"... grado divengono omogenee: 



{{u) = 



~ C'hv 



li "l -H «i «! -+- f'i «3 = 

,'t jtp =0^/i, ^ = 1, 2, 'i\ah,> militili,-- 



e non è 
di i{u), 
mutare -, 
Un in 
però « i 

E. DO 



rio fermai-si a definire le derivate e il discriminante 
né a trascrivere lo varie identità cui danno origine, bastando 
-, in u nelle formole del § 11 e seguenti. 

'ìiluppo di grado n ha n rette passanti per un punto dato ; e 
i dice la classe dell'inviluppo (§ 14). 

iD,o — Geomeirii anulilìsn. 15 
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Un inviluppo di 2" grado ha due rette passanti per un punto dato, 
ossia è di 2* classe. E il punto sì dice estemo od interno, secondo che 
le due rette dell'inviluppo sono reali e distinte o compiete-coniugate. 
Si dice il punto appartenente all'inviluppo, se le due rette coincidono. 

Una conica, considerata come inviluppo, è di 2" classe. 

Se r(«i?(.jiS3) r' (it'i m', it's) sono due rette del piano, una retta del 
fascio da esse individuato ha coordinate del tipo (Xit, + \i.u\ Xitj -i- jut'^ 
AitjH-iJiM'j), ed appartiene all'inviluppo se (§ 15) 



,...(.^.. 



Ogni retta r' dell'inviluppo di 2" classe di equazione f [u) = con- 
tiene il pwnto di equazione 



il (Liliale appartiene all'inviluppo (§ Ili). 

iS([ ogìii retta r' del piano esistono due punti appartenenti dll'invi- 
lujìpo di 2' classe di equazione f (m) = 0, e la loro equazione è {§ 17) 



f(»)f(«')-f(",) = o- 



Un punto (x^x^x^) è esterno, o appartenente, o interna all'invi- 
Iv.ppn di 2* classe di equazione f(t() = 0, secondo che (§ 15) 

[4] F (ce) = S Ah„ XrXs< = >0. 

F (ce) = è l'equazione di una conica come luogo ; e l'inviluppo delle 
tangenti di questa conica avrà per equazione la forma reciproca di F(cc) 
eguagliata a zero. Oi-a la forma reciproca di F (x) è Af(u); dunque, 
se A--=0, l'inviluppo richiesto ha per equazione f{u) =0, ossia è lo 
stesso inviluppo proposto. In altri termini: le equazioni f(u)^0 
F (m) = rappì-esentano tma sfessa conica, l'una come inviluppo e 
l'altra come luogo. 

Quel punto di una retta dell'inviluppo di equazione f (m) =0 , che 
abbiamo chiamato nppart&nsnte all'inviluppo, è dunque il punto di 
contatto di quella retta col luogo di equazione F{x) = 0. 

Un punto (a:, x^ x^ è esterno o interno alla conica di equazione 
f (aj) = 0, se tale è rispetto ad essa come inviluppo ; e siccome questo 
inviluppo ha l'equazione F(i() = 0, e la prima reciproca di Y{x) è 
A?{x), così sarà rispettivamente ^ f (a:)< o >0. Dunque: un punto 
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(x^ x^ x^) è esterno o interno alla conica di equazione f(x) = 0, secondo 
che 

[51 A. . i{x) <o>0. 

Or si osservi che f(}.x^-f-il^\, .,.) differisce dai 1° membro della 
[1] § lo pel fattore positivo ji." ; e siccome quando le radici di questa 
equazione sono complesse il suo 1° membro prende il segno del suo 
1" coefiicieEte f(x) per ogni valore reale di ?.;ji, mentre quando le 
radici sono reali prende il segno {{x) o l'opposto secondochè X : p. non 
cade o cade fra le due radici ; così concludiamo che : se A^O, sopra 
ogni retta secante una conica reale di eqitasimie i{x) = la conica 
separa due segmenti, l'uno composto di punti interni e l'altro di estemi 
alla coìitca; mentre bv una retta esterna i punti sono tutti estei'ni 
(non intemi, che allora la conica non avrebbe tangenti reali); e su 
una retta tangente sono tutti esterni, eccetto il punto di contatto, che 
può considerarsi come intersesions di due tangenti reali coincidenti. 

Insomma: uìia coittca, luogo reale e non degemre, divide il piano 
in due regioni, quella dei punti interni e quella degli esterni; mentre 
per uiui conica imagìnaria ogni retta del piano è esterna ed ognipwiito 
è interno. 

È poi chiaro che due punti coniìigati rispetto a una cmiica reale 
sono uno esterno e uno interno, se la loro retta ^ secante; ambedue 
ebterni^ se la loì'O retta è esterna; uno esterno e uno sulla conica, se 
la loro retta è tangente. 

Dualmente: ivìia retta {u^u^v^ è secante o esterna alla conica di 
equazione t{u} = 0, secondo che 

[6] A.Ì(u)<o >0. 

Se ^ == 0, in ogni fascio di centro esterno alla conica reale di equa- 
zione f (u) = fe due rette tangenti alla conica determinano due coppie 
di angoli opposti al vertice, l'una contenente le rette secanti e l'altra 
le esterne ; mentre in un fascio di centro inteì'Jw le rette sono tutte secanti. 

Due rette coniugate sono una secante e l'altra estema o ambedue 
secanti, secondo che il punto comune è esterno o interno alla conica. 

E così via. 

Rette coniugate - Sistema polare - Coppia di punti. 

S6. Per ogni punto P passano infinite coppie T v" di rette, aì-mo- 
niche rispetto alle due rette dell'inviluppo passanti per il punto, e 
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quindi formanti un'involuzione avente per rette doppie le due rette 
\ p dell'inviluppo passanti pei- ti punto 

P, Esse rette r r' si dicono coniugate 
(o reciproche o armoniche) rispetto al- 
l'inviluppo (§ 18), 
La condizione di coniugio di due 




■C)^ 



Ginfita una nota proprietà (III, 18) delle involiizioni di rette: per ogni 
pwnto passa, in gene^'ole, uìia coppia di rette coniugate e p&rpeìidicolari. 
Le diremo rette principali per quel punto. 

Se r' è fissa ed r varia restandole coniugata, r descrive un fascio 

intorno al punto P' di equazione fi , ) = (§ 19)- Questo punto ha 



rP.M 



per coordinate 






[8] 


- 


f, (?f/) a 


e se A -. 0, f,ì 


ìia, 


viceversa 



Insomma, la corrispondenza fra una retta mobile de! piano e il 
punto comune alle sue coniugate è nna correlazione reciproca od invo- 
lutoria, ossia un sistema polare {§ 20 e 21); e questo sistema defini- 
remo come l'inviluppo stesso, quando l'equa^iione di 2° grado f{uj = 
non è soddisfatta da rette reali. Del resto, è evidente che ti,\ u'.^ u\ 
non sono altro se non le coordinate della polare di P' rispetto al luogo 
F(a;) = 0; vale a dire che, se la conica si considera come luogo, 
rispetto a questo luogo P' e r' sono polo e polare. Dunque: ■perchè due 
rette sia/no coniugate rispetto ad tuia conica, è necessario e sufficiente 
die una passi per il polo dell'altra (e quindi viceversa). 

Così una tangente ha per coniugate tutte le rette che passano pel 
punto di contatto. 

Nel sistema polare cui dà luogo una conica, ai punti di uu luogo 
corrispondono le rette di un inviluppo, e l'ordine dell'uno è aguale 
alla classe dell'altro. Ai punti di una conica corrispondono le tangenti 
di una conica, e viceversa, A due plinti o rette coniugate rispetto ad 
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UBa conica corrispondono due rette o plinti coniugati rispetto alla co- 
nica corrispondente; ad un punto ed alla 8\ia polare rispetto ad una 
conica corrispondono inversamente nna retta ed il suo polo rispetto alla 
conica corrispondente. Ai punti delia conica proposta corrispondono le 
tangenti in e^i, e viceversa, 

iSe la caratteristica di A è 2, la t{u) si scinde in due fattori li- 
neari, e l'inviluppo degenera in due punti (cioè in due fasci di l'ette), 
e il luogo si riduce «Zto retta dei due punti coniata due volte (retta 
doppia) (g 22), Se la caratteristici di A è 1, la f{u) è wn. quadrato, 
e l'inviluppo degenera in un ^jitrafo contato due volte (punto doppia), 
e il luogo è indeterminato (§ 23), 

Triangoli coniugati. 

38. Dato un triangolo FF'P'" nel piano di una conica, le polari 
dei suoi vertici, i' i" v'", costituiscono un altro triangolo (o trilatero) 
tYY". Viceversa: i vertici del 2" sono i poli dei lati del 1" (poiché, 
essendo r' e r" polari di P' e P", sarà il punto r'r" polo della retta 
P'P", e così via), E 1 due triangoli o trilateri sodo coniugati (l'uno 
all'altro) rispetto alla conica. 

Due triangoli coniugati sono in omologia; vale a dire: le tre rette 
che uniscono i vertici dell'imo a quelli dell'altro (P' con r"r"', P" con 
r'"r', P'" con r'r") concorroiw in un medesirno punto (centro di orao- 
logiiì), e i impunti d'intersezione dei ledi dell'imo con quelli dell' altro 
(cioè i punti ove le FF' F'F" F"P' secano rispettivamente le r"' r" r" 
soììo in una medesima retta (asse di omologia), e quel punto di coti- 
coì'so è il polo di questa retta. 

Infatti, le equazioni delle r'r"r"', polari di P'P"P"', sono 

<:)-" o-" k:-)-»' 

e però la retta (P', r"i'") lia l'equazione 

e similmente le equazioni delle rette (P", r"V) e (P'", r'r") sono 
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Or le tre ultime! csqiiaziooi sommate membro a membro dimno iiua 
indeouità, sicché ciascuna è combinìizìoue lineare delle altre due; 
adunque le tre rette che esae rappresentano concorrono in un punto. 

Inoltre, essendo r"i"' polo della P"P"' e P' polo della r', sarà la 
retta (P', r"r"') polare del punto (r', P"P"'); e similmente la retta 
{P", r"'r') sarà polare del punto (r", P"T'), e la retta (P'", r'r") polare 
del punto (r'", P'P"). Ma quelle ti'e rette concorrono in un punto ; 
dunque questi tre punti sono in una retta, che sarà la polai'e di quel 
punto. 

Come corollario del teorema precedente : un triangolo iscritto in 
uìia conica, e il triangolo ciscoscritto formato dalle tangenti nei vertici 
del primo, sono in omologia, 

30. Un punto P', più due punti P" P" presi sulla polare di P' e 
liugati fra loro, costituiscono una terna 
di punti mutilamente coniugati rispetto 
alla conica. 

ISlel triangolo P' P" P" ciascun vertice è 
polo del lato opposto, vale a dire che il 
triangolo ha per coniugato sé stesso rì- 
spetto alla conica, e perciò lo diremo auto- 
coniugato. 

Ancora: una retta, e due rette coniugate condotte pel polo di essa, 
costituiscono una terna di rette mutuamente conitigate; un trilatero 
autoconiugato. 

I iati di un triangolo aofoconiugato formano un trilatero autoconiu- 
gato, e viceversa. Vi sono oo^ triangoli o trilateri autoconiugati. 

È facile assicurarsi che due dei tre lati secano la conica (se reale), 
e due dei tre vertici sono ditemi. Inoltre le rette che uniscono ciascun 
vertice ai punti ove il Jato opposto seca la conica, sono le tangenti 
che si pcffisouo condurre per quel vertice. 

8e un quadrangolo completo lia per vertici quattro punti della conica, 
il suo triangolo diagonale sarà autoconiugato ; poiché ciascun lato del 
triangolo divide armonicamente (VI, 31) quei due lati del quadran- 
golo che passano pel vertice opposto al lato medesimo, e quindi con- 
tiene due punti coniugati di questo vertice, che è polare di esso. 

Punti e tangenti comnni a due coniche. 

30. Siano f (ic) = i'(x) = le equazioni di due luoghi di 2" or- 
dine, I punti comuni ai due luoghi sono quelli le cui coordinate sod- 
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disfanno simultaneamente le due equazioni; e siccome è noto clie due 
equazioni di 2° grado omogenee in x, x.^ x^ ammettono in generale 
4 soluzioni, cioè 4 coppie di valori di ie, : x^ x^ : x^ die le soddisfanno 
entrambe ; co^ due coniche in tm piano hanno in generale quattro 
punti comuni. 

Senonchè le 4 soluzioni possono esser tutte reali, o 2 reali e 2 com- 
plesso-coniugate, o tutte complesse, delle quali 2 coniugate ed altro 2 
del pari; e inoltre possono essere tutte distinte, od alcune o tutte coin- 
cidenti. Quindi i punti cornimi a due coniclie possono presentare ì 



4 punti distinti: o tutti reali, o 2 reali e 2 complessi-coniugati, 
o 2 compi essi -coniugati e gli altri 2 del pari, 

2 punti coincidenti e 2 distinti : i due primi reali, e gli altri 2 
o reali distinti o complessi-coniugati (contatto di 1° ordine). 

3 punti coincidenti reali e un altro l'eale (contatto dì 2" ordint 
od oscillazione), 

4 punti coincidenti reali (contatto di 3" ordine). 

2 coppie di punti coincidenti; o reali o complessi-coniugati (doppio 
contatto). 

Cile se le due coniche avessero più di 4 punti comuni, o coincide- 
rebbero, si scinderebbero in coppie di rette con una retta comune. 

/ quattro punti, in generale, sono vertici di un quadrangolo com- 
pleto; le tre coppie dì rette che passano per ^si ne sono le coppie di 
lati opposti, e diconsi assi di sintosi per le due coniche ; i tre punti 
comuni alle singole coppie ne sono i punti diagonali. Il tnangolo dei 
punti diagonali è autoconiugato Tipetto ad entrambe le coniche. Ed & 
in geite^-ale il solo; poiché ciascun vertice di un triangolo autoconiu- 
gato, unito a uno dei punti comuni alle due coniche, dà una retta 
che deve incontrar queste di nuovo in uno stesso punto. Ma, se le co- 
niche hanno doppio contatto^ vi sono qd triangoli autoconiugati comuni; 
poiché la retta dei due punti di contatto ha un medesimo polo rispetto aile 
due coniche, e però ogni triangolo avente per un vertice questo polo, 
e per altri due vertici due punti di quella retta armonici coi due di 
contatto, è autoconiugato; né ve ne ha altri (*), 

Gli elementi del quadrangolo e del triangolo possono esser non tutti 
reali e non tutti distinti. Così; se due vertici sono complessi-coniu- 
gati, il lato che individuano è reale; se due lati sono complessi-co- 



C) Inoltre, le tangenti a mia delle eouielie in dne dei punti cornimi si 
BD qnel lato del triangolo diagonale olie È opposto al vertice allineato e 
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nmgati, il vertice comune è reale; e se due vertici del quadriingolo 
coincidono, il lato clie individuano è tangente alle due coniche. 

Analogamente: diie luoghi degli ordini nn' in un piawj hanno n.n' 
punti comuni. 

31. Dualmente: due coniche come inviluppi hanno, in generale, 
quattro rette tangenti comuni. Queste rette formano un quadrilatero com- 
pleto, il cui trilatero diagonale È l'unico autoconiugato per entrambele 
coniche. Se due rette coincidono in una, questa passa per un punto co- 
mune alle due coniche ed ivi è tangente ad entrambe. Se lo st^so è 
delle altre due rette, ai ricade nel caso del doppio contatto (*). 

Sistemi ijiieari ili coiiicbe. 

33. In un piano dicesi sistema- lineare semplice di luoghi di 2" 
ordine, od anche fascio di coniche, un insieme di co coniche, le etri 
equazioni possano ridursi alla forma 

?.f(x)-H?.'f'(x) = 0, 

ove i[x) = f (ce) = sono le equazioni di due assegnate coniche 
come luoghi, e X A' due numeri arbitrari; cosicché l'equazione dipende 
da! parametro X : W. 

Per \ =;= 0, X' = 0, si ha f (a^) = ; per X^O,X H= 0, si ha f (x) = 0. 

La conica passa pel punto {x\ x\ a^',}. so ). f{x') -\- k' i"(x') = 0, e la 
sua equazione è 

I f (^') f ■ t] l '^ '^ °''^^'"*' ^""^ ^'^^'^ ~ ^^''^ ^'^""^ ^ ^ ■ 

Tutte le coniche del fascio hanno evidentemente in comune i punti 
comuni alle due i(x) =0 {'{x) = 0, i quali si dicono punti-base del 
fascio. 

Dunque: due coniche in tm piano determinano un fascio di coniche ; 
queste hanno tutte hi comune gli stessi quattro punti (fra reali e 
non, distinti e ■non), ossia sono circoscrìtte a lyn quadrangolo ; un punto 
arbitrario del piano individua una conica del fascio. 

Le tre coppie di lati del quadrangolo dei quattro punti-base del 
fascio sono le tre coniche degeneri del fascio. Per ottenerne le equa- 
zioni, si può eguagliare a zero il discriminante di if (a:) + rf'(x); il 
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che porge ima equazione di 3" grs.do in X : \', cui coriispoiidono couielie 
degeneri. Tal'equazione è 

A X' -(- e X- X -+- B ). X^ -^- A' X"' = 0, 



Ov'g pof 


ito 










n = A,,a.\^-^ 


...^2A,,(i\ 


. + -. 


. = S A; 




B' = o,,A\,-^ 


...^2a,,A\ 


;-(-.. 


.-2«,. 



Sistema lineare doxìpio di hioglii dì 2° ordiue, o rete di cooiclie, è 
un insieme di m* coaiclie, le cui equazioni possano ridursi allii forma 

Xt{x)^Xf {x) ■+- X' f (a:) -= 0, 

ove f (a?) = f (x) = f " (x) = sono le equazioni di tre assegnate 
coniche del piano e XX' X" tre numeri arbitrari ; cosicché l'equazione 
dipende da dtie parametri X : X" X' : X", Dite ininti individitano una 
conica della rete. Una rete particolare è l'insieme delle coniche pas- 
santi per tre punti fissi, cioè circoscritte ad un triangolo. 

33. Dualmente: sistema lineare semplice d'iuvilnppi di 3^ classe, 
o schiera di coniche, è un insieme di a> coniche, le cui equazioni pe- 
sano ridui'si alla forma 

Xf u)^X{(u) = 0. 

Bue coniche detenninano uiut schiera; le coniche Ai una scliiera 
hanno tutte quatli-o tangenti comuni; una retta individua una conica- 
delia schiera. 

Sistema lineare doppio d'inviluppi di 2* classe, o tessiito di coniche, 
è il duale della rete. Tal'è, in particolare, il sistema delle coniche tan- 
genti a tre rette fisse de! piano, cioè iscritte in un trilatero. 



Cenno sui luoghi e luTiluppi di 2° grado nella stella. 

34. Un'equazione fra le coordinate projettive di una retta varia- 
bile in una stella è soddisfatta da infinite rette della stella, il luogo 
delle quali t un cono. Se l'equazione è di grado n, il cono dicesi di 
grado n. 

Del pari, un'equazione fra le coordinato projettive di un piano varia- 
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bile in una stella è soddisfatta da infiaiti piani della stella, costituenti 
un inviluppo. Se l'egnazione è di grado n, l'inviluppo dicesi di s^j-dt?» n. 

Lasciamo al lettore la cura di svoltele la teoria dei luoghi ed invi- 
luppi di 2° grado in una stelli, applicando le considei anioni e le toi- 
mole già esposte intorno ■m luoghi e inviluppi di 2" g:iado nel piano 

Se anzi si iiflette che le coidinate piojettive dei punti e delle lette 
di un piano possono ibsiimerMi eguali alle cooidiuate piojetti\e di 
quelle lette e di quei pimi di una '^tella die proiettano ii'ipettivaraente 
dal centro della stella quei punti e quelle rette, ai vede che una st^sa 
equazione ptio seiviie pei lappr^entaie cosi una conica come il cono 
di 2 giado che 1\ piojetta. 

Li tooiia cleile cumohe ninouta ai H^uiuntii p,ipci In ijinlloi io Ingin (( ih «i 
247 a Ci ) olii &i troìi\a il foiuTameuto ilella, teoni doi poli e poHii che tu 
poi 8til)ilita eia Dùlahie {Beotlonea comem etL IGSs) 

Deiauiifg (BioHiUoa pìojel 1639) latroAnsse U nome iiaohinione stilili Inno 
lii?ionn fleDn coppie di iiiuti coiuii^ati au iiiu rettn , assimilò mii toppu di 
rette i ima ionica, scuinl il tiiingolo intocomng ito per le tornelle di rui fiscio 
o di ima achiera 

Senuw (diimiUs <ì<, Gexjonne, ISll) e Geìgomic (ib , 1813) nsiiono cispettm 
Mente i nomi polo t pai uè II ceconilo foimulu la leggi di dnaktt (ib , XVI) 
e li contetto di elisie (ib , i^VUL) 

Poacdd stibill il metodo delle polan ì eci^ ofìie (Tiailé dea piupiìélés pio 
jedi.cs, 23S) 

riacke diede mia bxac analitica alla leg^L di dnalitil inLin, le cooidiniite deUi 
retti {Eidicii.Uìuiiìjiìi etL , n) L^h proìi) 1 omologia di due tiiaiigoli Loningiti 
(Jmini delle, V) 

Se«se introdusse li denoramizioue di punii iiniiiiguti iiapetto a ani conica 

A Staiidt 6 doAiitT !a definizione di conica imaginaiia mediante il sistemi polare 

EaEiici7iu 1 In im jiinno, i due Uti di un tiiaiigolo passino poi tie punti 
issi, e due i ertici scornno su due rette fisso il luogo del teizo ^ertiLf ernia 
tonica (ìluclaii) ih) L dualmente 

Es 2 Esamimie lo modificazioni del teoiema dell eaagiimma di Pascili, 
(piando uno o pl^ leitioi i eugjno a rnmuidui3 coi l'Ho eousecutili B ilunl 
mente per il teorema di Bl laiiclion 

Es " Sp due tmngoh lono omologici, i sei punti eiimum a due lati non 
c)molof,lii sono m ima cornea, e licei eisa E dualmente 

hi i "ie Ja7i>0, ahi e a i non sono milh ed Iiailuo lo aP.-i'M sterno bt iiiii 
e «Il non sono iiulii ed liauuo seguo coutiano, Aiiii < 

Se J=^Oe -ift/t^O, è pure jl/ift = 0, ^fti = 0, se inoltre ^ij -0, J(i, J^non 
sono nulli ma Innno lo stesso segno Che se Aìii^O, è nullo Jìì7( o ^ì;, p es 
Ahl; = 0: ed È anolie J« = 0, quando m,!, akì, au non sono tutti nulli. 
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e la retta P'P" È aeoaiito, tangente, esterna alla ( 
il (letei'ininaute & iiegatii-o, nullo o positivo. 
Si ha pure 





l f(3i) = 0, secondo che 



F00F(O-rL 



fi 



e il pnnto p'p" è esterno alla conica f (x) = 0, o sulla conica, o interno, aeconilo 
elle il 2° membro 6 negativo, aullo o positivo. 

Dualmente per la conica inviluppo. 

Es. S. L'equaaioue delle tangenti alla conica {(x) = nei suoi punti (l'incontro 
con la retta (it, n^ Hj), e l'equazione dei punti di contatto delle tangenti dal 
punto (m, aij «j), sono la medesima 

secondo clic si considera come vMiabile il punto o la retta. 

Dualmente per la conica inviluppo. 

Es, 7. L'equazione della conica polare-reeiproca di f(r.)^^0 rispetto alla 
f {x) ^0 è F j f I (a), f, (a), ^j (jc) j = ; e dualmente per gl'iaviluppi. 

P. e. Xx^ -f- //)/- ^ 1 =i ha per poiare reciproca sé stessa rispetto a },s^ ■+- 
^j,i -1-1 = 0; e viceversa. 

Es. 8. I due birapporti di due punti P P' con quelli che la loro retta Im 
comuni con la conica f(x)^0 sono le radici dell'equazione in p: 



iU)Ur)(p + T-ì-- 



<:)■-. 



Es 10 &e ui 
gati tispetto ad 



coppie di punti eimiugati individuano la oonica. E dualmente, 
quadrilatero completo lia due coppie di vertici opposti coniu- 
una Louiet, lo stesso avviene della terza coppia. E dualmente 



1 punti {x,y,=,), ,(i„V^2j s 



È soddisfatta la 
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]i.9 12 H lue ttiaug II 'Joiio piuiugiti iispetto ad uut ilui i m in. i 

passii pei : lori vertici , e ^iceìcrsa E dnaJmente (_&teiii.i) 

E' 13 Detto hìiappoìtu <li qimtlio pmiU 'li mia conica guello (Ielle lette che 
li piojcUano da un punto ginlsia";! delli eouicn, e dnalmente pei le tar genti 
^ir^ li lijrapporto di guittro punti dello conica eguale a qiull» dille tingenti 

Duo lette ''oniUj,atL. aM lu u lomuui iiu In loim i li 1 P t il 1 "ti j 
niti ' e dualmente 

Ls 11 \Ja\ i\\t\ ooiiiei si può considerale come poiii'ipondcnte a un circolo 
di. (luto iftggio m un omologia aleuto pt,r ceiitio im punto asaegiuiito del suo 

Es li Due date eornche po'i'jouo sempie eonsidenribi. come comspoiideiiti m 
im omogiafii (o oorrelizione), e si pcssDno HCegliere ad aibitno come comspon 
denti tie coppie di loro punti o di loro tangenti (o di punfa oon tangenti) 

E3 16 In o^ni fa^oio di couithe una È tale che due dati punti aiano coniugati 
1131 etto ^<l ess'v due sono tali clie due date retto snno comngate nspetto a 
cvascum i\ esse, due toccano una data ietta Dualmentn pei li scinoli di 
coniche 

Es 17 Le oonicliu di tiu fistio seguano su ogni ietta coppie di punti in 
iniolu?icue ii questi Iia pei punti doppi i punti di contatto delle dne coniche 
del fascio che tocoino li ietta [De-ingaes o Starili) Dualmente ptr la achicia 

Fi IS Le polm di un punto iispetto nlle cimilie di un fa3i,i ) foimano mi 
fascio E dualmente pei li, schieii 

Es 19 I poh di una retta rispetta ìlio . lui J di i . f c lui uc i ih 
una conica E dualmente pei li sehieii 

Es iO F-e i=.0 Jl/=0, a=0, P=0 sono le ct[niziomdu lati suLCLasiM 
di un quidiaugolo semplice, l'eqiii,zione di una oonici qualunque oireoscntta al 
quadrangolo è della forma AiJN + u.JfPi=0 Essa esprime che il prodotto 
delle distanze di uu ponto i miMe delli e uica di due lati opposti di un qua 
drangolo iscntt-o seibi un lapporto costante il piodotto delle distanze dagli 
Siltn due lati (PnppoJ E dmlmente 

Es. 31. Le equazioni di una conica (luogo o iiiTilnppo) cirt(isi.ritta al trian 
golo di lati (», = 0, x^-= 0, Sj = 0) o di vertici [if, = 0, «j = 0, tPj == 0} sono 
della forma 



B possono ricevere un' iuterpretaaione geometrica come nell' Es. 20. 
Le tangenti nei vertici sono a^j^j + Aj ar^^O,,.., le quali secano i lati opposti 

sulla retta ~ + — + — = 0, che è armonica del ponto (a, «^ a^ rispetto 
al triangolo ed è polare del medesimo pnnto rispetto alla conica. 

Es. 22. Le eqiiazioni di «uà conica iscritta al triangolo suddetto sono della 
forma 
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Ea. 33. Le eq^uaaioai dì ima conica, di cui a;, ^ 0, «^ = aiuuo (lue tangenti 
e a;^ = la retta dei loro punti di contatto, oppure it, ^=^ 0, u^ = siano due 
pirati iij = l' intersezione delle j.'elatiTe tangenti, sono della forma 

2ttj:,a:^ + Jix,^ ^ 0, 26i(,i[j + a H^^ = 0, 
e possono ricevere un'interpretazione geometrica. 

Variando a : h, ai lia im fascio- schiera di coniche bitangentì. 

Eb, 24, Le eq^uazioni di nua conica, rispetto a cui il ttiajigolo (a;i=0, a;^^0, x^^^O) 
o il trilatero (W[ = 0, «^ ^^ 0, u^ = 0) sia nntoconingato, sono della foi'm[i 

Loro interpretazione geometrica. 

Es. 25. Le segneuti equaaìoni rappreaentano coppie di rette ; 

ai^ + Sxj/ — 2x = 
3x^ — òry + '>ìi' +33! — 2y = 
2j!"- — 2xy+-s +2^ + 1 = (. 
3= — a^S + tf — 21! + 'i; — 8 = 

E^. 2fi II luogo di im punto vinabile 1p cui cooidmate piojettne omogenee 
siano funzioni luteie di 2" giado di un pniamctro variabile (ol anche forme 
quadratiche di due variabih), 6 una conni e nccveisa Duahnente per gl'in- 
viluppi 

Ea 27 In due piani cuiielativi sovrapposti ia conici luogo dei punti appar- 
tenenti alle lette coinspondtnti e la conica mviliiipo di quLSte rette sono tali, 
che a ciaarnn punto delli 1" cciiispundano nei due piani le tang nti la osso 
tonilotte alla 2*, e a fia^icnu^ tingente dt-lla 2" i due im ti ove easT 'jcci la 1*. 
Inoltre le due ooiiiche sono b tangenti fi i loio 

Ea 28 Le Lspiessioni £ -B (§ 32) s.ouo im manti hf(a)ef(ji) d indice 3. 
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CAPITOLO XIII. 

Proprietà diametrali delle coniche. 



Alcune forinole. 

§ 1. Nello studiare le coniche noi abbiamo sinora adoperato coordi- 
nate projettive, poiché le propriet)\ che intendevamo di esporre erano 
grafiche o di posizione, anzi projettive. Ora intendiamo di esporre le 
principali proprietà metriche, nelle qua.li intervengono i concetti dì 
lunghezza, angolo, area e di elementi all'infinito. A tale uopo si pre- 
stano meglio le coordinate cartesiane per i punti e le plilckeriaae per 
le vette. 

Scriveremo l'equazione di un iuogo piano di 2" ordino, in coordinate 
cartesiane x y dì punti, sotto la forma 

[1] ì(xyl) = «,j ce* -I- 2flii xy -+- Ajj )/' -+- 2a^^ x -+- 'ìa^ tf -•- %3 ^ 0, 

la quale differisce da quella in coordinate omogenee adoperata pi-ece- 
dentemente per essersi scritto x invece di x^ '.x^ey invece di x^ : x.^ 
Sarà, posto Wj, -^Oj,,..., 

f,(a:j/l) = «„tc+«„j/ + rt,3 
[2] f, lxyl) = «„ x-i-a,^y-}- a,, 

fg {xyl) = «3, 3! -+- «3^ )/ + «,3 , 
[3] t(xyl)=xf,(xyi)^yf,ixyl)^f,{xyl). 

La coudìzioue perchè due pnnti siano coniugati sarà 

questa sarà auclie l'equazione della polare del p\tnto [x y'), e diverrà 
l'equazione della tangente nel punto (x y') quando questo punto appar- 
terrà alla conica. 
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L'equazione complessiva delle tangenti condoi:!?! da uà pimki {x ij') 
sarà 

[51 f[a^j/l)f(T';/'l}-fQ,JJ,jy=0. 

L'equazione della conica coma invihippOj in coordinate pliiokeriane 
u V di rette, sarà 

[6] F (m i! 1) = A,, u^ -+- 2A,., V. V -+- A,.^ v- + 2^1,^ « + 2J.,^ v -h- A-,-, = ; 

e sarà 

[7] Fa (m V 1) = A^^ u-i-A^^v-h A^^ 

Fg (il V 1) = ^3, M -(- Jsì « -H ^a, 
[8] F {lì. w 1) = « F, (u « 1) -H v Fj (Ji V 1) -4- F, (li V 1). 

J,a retta (?( v) sarà secaute, tangente, esterna, secondo che 
[9] F(,.«1)< = >0. 

Il punto (xy) sarà esterno, appartenente, interno alla conica, se- 
condo elle 

[10] aì-(x,jì:)<-^>o. 

Le coordinate della polare del punto (a^' ì/'} saranno 

, , , f,(5VlJ ,., l ,lxy'i) 

'- ' ~ f.fr«>'i) '.("'y'i) ■ 

Le coordinate del polo della retta (u' v'] 

e la condizione perchè due rette {u w ) {u' v') siano coniugate sarà 

[13] F {"', ^, M— ossia tt F, (it' v" l)-+v F^ (zi' v' Ij+F, {it! v' 1)= 0. 

E facile vedere che l'equazione della perpendicolare condotta dal 
punto {x' ì/) alla polare di esso ha per equazione 



f, {^' i/' 1} - f. (-«■ ìf 1) cosw f, (af y 1) - f, (x' ij 1) cosr,. 



yGoosle 



240 Gap. XIII - § 1, 2 

quando il punto {x' i/) è salla conica, questa equazione r 
retta perpendicolare alla tangente nel punto di contatto {so' y'), cioè 
quella che dicesi ìwrmale alla conica pel punto [x' y'). 
In assi ortogonali 



[13'] 



a^ — 3= _ y — y 



Posto I'. i=scuxr :senxj", m = sonjT: Benyx, per un punto V (a/ y) 
della retta condotta per l'origine nella direzione di r si lia 

ove p = OP'. Quindi per coordinate cartesiane omogenee di F si 
possono iissuniere in,n, 1 :p, e pel punto all' infinito di r m k 0. 
L'equazione complessiva delle tangenti aventi la direzione indivi- 
duata dal rapporto in : n si ricava dalla [4] ponendovi m n invece 
di x\ x\ af^ eé. X y X invece di x^ x^x^; e si ha 

Se {x x) e (« v) sono polo e polare, si avrà (XIT, '^1, [14]) la rplii^ione 
[15] ¥{uvl)^k'An.xy\), 

dove ^■- (■; un numero posUivo. 

Piiiitl aU'iiiflnifco (ìi una conicii. 

2 La retti ali infinito hi poi cooidinite pliickeriane ordinane 
(0,0), quindi essi sai't secnnte, langinte, o e^torna alla conica, se- 
condo chf ?ia F (0, 0, 1)< = ■" (I M ( '=-> 0. Altrimenti : la 
coniui ha due punti allinfi ' , o reali e coiìicidenti, 

o complessi co itugati, e ciò >' i eqìuisìone cartesiaìia 

f{xyli = 4j3 L iipynhio, i , ^il 1" caso la conica si 

chiama (^l'W'', nei 2° pmahol i, nel j i-tltbst, {^). 

Qnindo ■i,j=0 si ha o^, o ^ a^ , onde «la = ±}''«ii«»;, e la 
t(xy\) prende la forma 

[16] \^- !'Vl ± y \ %J - 2«,,a; + 2rr,,(/ + a,, ; 



in !iltro luogo la proprietà ohe offe! 
; \]>i:rbo\c, parabole, dlisse. 
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sicché nella equasione della pambola i termini di ^'' grado fnnnauo 
il quaórato di una forma lineare. 

Si noti che, quando A^-^ = 0, può sempre snpporsi positivo uno dei due 
n^i «jj, e quindi anche l' a Iti'o {zero incluso); sicché | «i, e |''«sj sono 
reali. 



Diametri. 

3. Uua retta seca la conica in due punti reali od imagi nari, il cui 
punto di mezzo è sempre reale, ed ha per coniugato sulla retta il punto 
all'infinito. Se per un punto dato P si tira la. parallela alla polare di 
esso, su questa parallela il punto P avrà per coniugato il pimto all'in- 
finito, e però bisecherà il segmento {corda) che la curva taglia da 
quella parallela. 

Adunque : per ogni punto si può tira>-e alla conica, una corda die 
resti in esso bisecata^ e in generale una sola. 

Tutte le rette parallele ad una stessa r hanno in comune il punto 
all'infinito sulla r; quindi la retta g polare di questo pimto all'in- 
finito biseca tutte le corde che la curva 
intercetta sulle dette parallele; ovvero: 
il luogo dei punti medi di un sistema di 
corde aventi una, stessa data direzioìie 
è una retta, che è chiamata perciò àia- 
Questo diametro è coniugato con le 
rette dì quelle corde, e perciò dicesi 

coniugato con la data direzione. 

Le polari dei punti di un diametro sono parallele e coniugate con 
esso. 

In particolare : le tangenti nei punti comuni a un diametro ed alla 
conica sono parallele e coniugate con esso. 

Pel punto all'infinito di r le coordinate cartesiane omogenee sono 
m M 0; onde scrìvendo l'equazione della polare dì questo punto all'in- 
finito, si trova che l'equazione del diametro coniugato con la direzione 
individuata dal rappoì-to m : n è 

[17] fP^M = 0, ossia mf,(xyl)^nf,(xgi) = 0, 

od anche 



C j J 



y Google 



Gap. XIII - % 3, i 



In particolare 
ot'diiiati X e y sono 

[18] f.(cci/l} = 



le equazioni dei diametri coniugati con gli > 



= 0,4(cc!/1)=<i1h 



-flj, y+a.^- 



ovvero le derivate parziali delia i{xy 1) eguagliate a x 

Centro. 

4.. Gl'infiniti diametri passano per un medesimo punto. Infatti l'e- 
quazione [17] dì un diametro qualunque prova che ^so passa per il 
punto C comune ai due diametri rappresentati dalle equazioni [18]. 

Le coordiuate x^ y„ di questo punto C si ricavano da queste due equa- 
zioni [18], e sono 

Allo stesso si perviene osservando che i diametri ss'..., come polari 
dei ptmti all'iniìnito, passano per il polo 
della, retta all'iniìnito; ora le coordinate 
di questo polo si traggono dalla [12] 
ponendo u^v ^0, e così ai riti'ovano 

»„ ;/«■ 

Viceversa, ogni retta condotta per il 
punto C (x^ t/ij) è im diamefm\ poiché la 
8ua equazione può ricevere la forma [17]; od anche perchè, avendo 
il polo sulla polare di (e quindi all'infinito), hiseca le corde (paral- 
lele) dirette a quel polo. 

Da coleste premesse s'inferisce che il punto C comune ai diametri 
hiseca tutte le corde passanti pp.r esso; e però è centro di simmeti'la 
della conica, e si chiama semplicemente centro della conica. 

Nella ellisse e nella iperbole il centro è reale, unico ed al finito ; 
poiché ^33 == 0. E precisamente i nell'ellisse il centm è interno (visto 
ohe la sua polare, cioè la retta all'iniìnito, seca la curva In punti Iraa- 
glnarl), e nell'iperbole è esterno. L'ellisse e l'iperbole sono dette co- 
niche a centìv o centrali. 

Eammeutiamo che si ha 

fi {^. y, 1) = «ii ^. + «1. .!/o-«ì:>=0, f, (x, y, l)=o,, x,-^a,, y,+ a,, =0, 
e però la [3] darà 

f {x, y, 1, = X, f, {X, y, 1) -(- y^ f, (x, y, 1) + f, (x, y, 1) = f, (x„ y, 1), 
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[20] 

Similmente 
[21] 



tiai.y.l)-- 



<D-''^-'-'> 



Se ^., = 0, 1 
sono paralleli. 




= e ^j3 =.= 0, i due diametri [18], e quindi tutti, 
. Dunque tutti i diametri dellapara- /r 

boia soìio paralleli. 

Può dirsi che la parabola ha un centro umco, 
reale, ma all'infinito, nel qiKile è toccata dalla 
retta all'infinito. { \i 

Il rapporto direttivo dei diametri della parabola 



Quando, oltre ad essere ^j5 = 0, le due equazioni [18] si riducono 
ad una, vi sono infiniti centri, il eoi luogo è la retta di quella equazione; 
ed è chiaro ohe il luogo riducesi a due rette parallele a quella. 

Quando inoltre sono nulli tutti i coefficienti delle [18], ogni punto 
del piano può direi centro. Allora f (ajy 1) = «33 e f(x,x^ x^) = «33%^, 
onde il luogo si ridnce alla retta all'infinito x^ = presa due volte. 

Asintoti. 

S. Le tangenti condotte dal centro hanno per iJimiti di contatto i 
pmiti all'infinito della conica, ^sendo il 
centro polo della retta all'infinito. JEsse 
sono reali e distinte neW iperbole, com- 
plesse-coniugate nell'ellisse. E si dicono asin- 
toti; poiché si comprende che nell'iperbole 
tali taugenti t t' debbono accostai'si inde- 
finitamente alla curva, senza mai 1 
giungerla. t' 

Ponendo le coordinate del centro x^ y„ in luogo di x y' nell'equa- 
zione complessiva [5] delle tangenti tirate dal punto («' y'), e tenendo 
i la [20] e la [21], si trova immediatamente 




£'!"!' "-(£)'-»■ 



y Google 



244 Cap. XIII - § 5, 6 

qniucli Vequcizioiif, deijU asintoti di v-n» eìUssK o iperbole è 

Easa si forma da quella della conica ì{xy\) = Q mutando solo 0,3 in 
O33 — -7- (^ quindi mutando solo a.^^ in 0, se l'orig'ine è il centro). 

Sella parabola gli asintoti coincidono colla t'etfa all'infinito. 

Le parallele condotte da un ptmtoarbitì'ctrio del pia no agli asintoti secano 
la conica in un punto all'infinito e in un altro ed finito. Esse sono reali 
e distinte nell'iperbole, complesse-conìugate nell'ellisse, e nella parabola 
sono i diametri. 

Diametri coniugati. 

6. Cevchiarao la reiasione fra i rappoì-ti direttivi m-.n ni' : n' 
di una direzione e del diametro ad essa coniugato. Il diametro rappre- 
sentato dalla [17] ha per rapporto direttivo — ^- , sicché la 

reiasione cercata sarà una qualunque delle seguenti: 



[23] 



JJue diametri r S di una conica sono coniugati, se l'uno è coniugato 
alla direzione dell'altro, vale a dire se l'uno biseca le corde parallele 
all'altro. Questa relazione è reciproca; poiché, se r passa per il polo 
di e, anche B passerà per il polo di r ; od anche, perchè fra i rapporti 
direttivi di due diametri coniugati passa la relazione [23], la quale 
non si altera scambiando m ; n con m' : n'. 

Due diametri coniugati e la retta all'infinito formano un triangolo 
autoconiugato rispetto alla conica. 

Diconsi supplementari due corde, che uniscano un punto della conica 
ai punti in cui un diametro seca la conica; i quali son detti estremi 
del diametro. È chiaro che due corde supplementari sono parallele a 
due diametH coniugati ; giacché il diametro parallelo all'una biseca 
l'altra. 

Le infinite coppie di diametri coniugati sono in involuzione ; e 
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le rette doppie dell'involuzione (o diametri aiitoconmgati) sima gli 
asintoti. Poiché le coppie di rette coniugate uscenti da un punto sono 
in involuzione, e le rette doppie di questa sono le tangenti nscenti dal 
punto (XII, 26). 

Si può dire che ciascim rJiametro delia paì-ahoìa ha per diametro 
coniugato la retta all'influito. 

T. 1 rapporti direttivi degli asintoti si ottengono ponendo nella [23] 
—r^ — ', quindi Veqiiasione che di) i vuppoiii direttivi degli asintoti é 

[24] a,J-\ -(- 2a, „ ~ -H «=2 = o a,,m^-^2a,,mn+r.uM^=Q . 

Siccome le coordinate cartesiane di ogni punto di una retta condotta 
per l'origine uella direzione m : n sono espi'esse da ce = wi.p y^= iip , 
così ponendo nella [24] x: p y:^ invece di m n, si avrà che l'equasione 
delle parallele agli asintoti condotte per l'origine è 

[25J a,^x^ -+- 2a^^xy -i- «jj?/- = , ossia i{x ^ 0) •= ; 

vale a dire si forma eguagliando a zero rinsìeme dei termini a 2" 
grado nell'equazione della conica. 

Dei pari, per ogni punto (x y) della retta condotta pel punto {af ■}/) 
nella direzione m:n, si ha x — x'=mp y—y'=np, e però l'equazione 
[26] ajx-v^f + 2a,^{x-'jf){y-y'i ->- a^iy-ijf = 

rappresenta le parallele agli asintoti condotte pel punto [x' ff). 

In particolare, V eqiiozioìie 

rappresenta gli asintoti, sotto una nuova forma. Risolvendola rispetto 
&d X — x^ o y — jfa r ^^ otteng-ono le equazioni separate degli asintoti 
sotto le due forme seguenti : 

[281 a,,ix~x^y-h(a,^ ± ]' —A^^ì (y-yo) = , 

{«i. + V^^s) (^-^-o) + c,Jy--y,) = . 

Le corde, che un'iperbole e gli asintoti intercettano su una retta 
qualunque del loro piano, kaniio lo stesso punto medio; poiché il 
diametro coniugato alla retta biseca anche la corda fra gli asintoti 
(per ima proprietà delle rette armoniche). 

In particolare: il punto di contatto di una tangente è medio fra i 
due punti in cui essa seca gli ctsintoti. 
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Diametri pi'iucipali o assi. 

8. Fi'a yVinfiìiiti diametrì ve ne ha, in geii&i-ale, due perpendicolari 
alle direziom coniugate ; diametri e direaioai che son cIiiamatepriHcijjoZi. 

lofatti, se le coordinate si suppongono ortogonali (il clie è lecito), 
la relazione [23], combinata con la condizione di perpendicolarità 

— -I — ;- = -^ '^ ; e conoscendosi la somma e il 

n n «12 

questi rapporti saranno le radici dell'equazione di 



Ora quest' equazione dà due valori distinti e reali (poiché il loro 
prodotto è —1), e ciascuno individua un diametro perpendicolare alle 
corde sue coniuj?ate; onde due diametri principaJi « b. 
Se le coordinate sono oblique , la condizione di perpendicolarità è 

— . -7 -i- 1 -I- j i — 71 costo = ; 

eliniiniindo da essa e dalla [23] una volta ~ . — 7- e un' altra volta 



quindi — e — r saranno radici d un'equazione di 2" grado 
[29] (f(,,cosfo-fl,,) (-) ^^(«,_a^j)"-_(«^^cosw-fl„)=0 
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I due diametn principali sono coniugati ; poiché e 
dicolare al suo coniugato. Nell'iperbole sono i diametri che bisecano 
gli angoli degli asintoti ; anche nell'ellisse sono reaii, benché gli asintoti 
siano imaginari (*). 

Questi due diametri sono cTidenteinente assi di simmetria ortogonali 
della conica, e sono chiamati ancbe assi delia conica. Vertici sono chiar 
mati i punti in cui gli assi iocootrano la conica. 



B 




7 mostra clic l'equazione degli 



Il medesimo procediment 
assi della conica è 

[30J ia,,cosw-a,,)ix~x,y-i'(a,-a,,)(x~x,)(i/-ij,) 

— («jjcosw— «ij)(!/— ì/u;'=0 , 

e in coordinate ortogonali 

[30]' a,,{x-x,y-{a„-a,,){x-x;)(y-y,)-a,,{y-g„r=0. 

Risolvendola rispetto ad x—x^ od y—>Ja , si hanno le equadoni s 



ptirate i 



i dife ( 



0. NeUa parabola vi è un solo < 
direttivo m : -n e quello dei diametri 
la condizione di perpendicolarità 



e al finito. Poicbè, se un rapporto 
■"is-"ii —rtji : «ji) soddisfanno 



■ (— — — - COSdJ = 0, 



(id anche — ^ - 




Ne segue che la parabola ha un, sol vertice al finito. 

{*) Osservando clie nell'iuvolnzione dei diametri coniugati i 
una eoppia di diametri coniugati e perpendicolari (XIT, 26), 
alcnn calcolo le proprietà ora esposte. 
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Ora cercheremo l'equazione ddl'asf' delia parabola e le coordinate 
del vertice. 

L'equazione dell'asse si ottiene dalla eqnazioue [17] di un diametro 
qualunque ponendo invece di m ed n o^.cosw— «n e ft^iCOsw — «,;, e 
quindi è 

[32] (f^,cos'>j-(«„) f,{x yi)^ (ff,,cosoj-«,,ì f,(x y 1) = . 

Chi voglia darle una forma più semplice, la ordini (ricordando che 

{fiix-Hf';j — 2«,5C03w)niiX -~ (f iiH-f'!e — 2«;jC0Sti))Oj,j/ 

~'~('"'ll"l3+''jì'''s3) — («|i«^3-*-«i3fli5)OOStiJ = , 

indi aggiunga e tolga {a^^~{-a,., — ^a^^co%•.^i)a^^, e ponga 

"^11 + '''n — iì«,iCOS'.o = 7; 
avrà 

i.y, ,.v -f-7ffi, y -1- la^,^ ^ -4,, "^ --<;,i p"»'" -== ? 

e dividendo per i", 

^i,,-H.4,,cos'o ^ 



LSi'l' f,(«yl)- 



od anche, mercè i soliti scambi, 



Per trovare l'ascissa del vertice, basta combinare l'equazione [32] 
dell'asse con l'equazione della conica sotto la forma (XII, 13) 

a,,:J{!c yl) = fj(^ y If -+- A^^^ — •2A,^x -+-A,^ = 0\ 

eliminando dalle due equazioni fj(a'yl), si trova subito 

[33J x = ^-- 



2A,^I^ 

IO. Ecco un'altra via per determinare gli assi di una conica. 
Se m : H è il rapporto direttivo d'una retta, la solita condizione di 
perpendicolarità dà per rapporto direttivo d'una retta perpendicolare 
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alla prima — {mcoBM-hnj : (m+nco^to) ; sicché, se il diametro [il] è 
perpendicolare alla direzione cooiTigata, si ha 



r341 



m-i-niìos-jj mcosw+ii 
ì un numero da determinare ; e quindi 

(0[,-i-p)m -+- (n|,-)-pcosw)ii = 



onde la condizione 

[35] \ '■' =0 ossia ph&-D.^o>'r-Ip-+-A.^^=0 ; 

\ «ji+peosto floa-i-p 1 

equazione di 2° gi'ado, che fornisce per p due valori, a ciascuno dei 
quali corrisponde un valore di m : n espresso da 



Per la parabola si ha p = 0, cui corrisponde la reità all'infinito, e 
p = — I: senV , cui corrisponde un asse al finito. 

Casi ilell'iperliole cuiiilatera, del circolo, 
(Iella eoppia dì retto. 

11, I valori del rapporto in:n corrispondenti agli asintoti ci sono 
forniti dalia equazione [24] ; sicché, indicandoli con «(, : n^ e m, : n^ , 
avremo le relazioni 



Gli asintoti sono perpendicolari quando 

— — ■■-1-1 -f- 1 — H -'ìcosw = ; 

la quale condizione per le ora scrìtte relazioni si riduce a 

— -hi — ^^— ^ cos-') ■= ovvero ri,^-(-«jo — 2(7jjCOSti>^0 . 
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Dunque : la condizione, cui debbono soddisfare i coefficienti (dei termini 
a 2" grado) della f{xyl) = affinchè la conica abbia gli asintoti per- 
peiulicolari, è Jr=«[|-t-0jj— 2«,jcosw=0 , 

Tale conica non può essere che un'ijierboìe; e a convincersene basta 

osservare che quando m è retto si lia — ■'.— = — 1 , siccliè la [24] Iia 

le radici reali. 

Una taie iperbole viene chiamata ortogonale, per la detta proprietà 
degli asintoti. Viene anche chiamata equilatera, per un'altra proprÌeti\ 
che sarà esposta in seguito. 

13. Esaminiamo le modificazioni che subiscono le proprietà relative 
ai diametri, agli asiutoti, alle polari, ecc., nel caso di un circolo. 

Definito il circolo come il luogo dei pimti aventi da un punto (a ^) 
una distanza p, la sua equazione è 

[36] {x—ay -+- [!/-^y -i- 2{x— st){ì/— ;S)cosw = p^ 

Dalla definizione, nonché dalla equazione, è chiaro che il circolo è 
un caso particolare dell'ellisse, che il punto (a jS) ne è i! centi'o, che 
ciascun diametro ne è un asse, che ciascuna retta è perpendicolare al 
diametro che passa pel suo polo, che tutte le coppie di diametri co- 
niugati sono perpendicolari. 

Queste influite coppie di diametri costituiscono una involuzione, della 
quale le rette doppie sono gli asintoti (complessi-coniugati) del circolo. 

L'equazione complessiva degli asintoti è, giusta il § 5, 

[37] (a:-^)=+(^_|5)^+2(,x--«)(7/-,S)cosw=0, 

e lo equazioni separate sono 

[38] (j-^ì+((/-5;(cosn-zseuuì=0, ( -, -f.^J/_|5)^cO!>(o-isen(,0=O. 

Oia m queste equazioni non entia p, e però tutti i circoli con- 
centi in del piano hanno yli si^ssi asintoti 

Siccome poi i coefficienti di •« e y nelle stesse equazioni sono indi- 
pendenti da « e ^, così tutti i citcoli del piano hanno <jU asintoti 
pai alleli 

E siccome gli asintoti sono le tangenti alla curva nei punti all'in- 
finito, COBI tutti i Cììiolt dei piano hanno tn comune due punti com^ 
plessi coniugati ali infinito, detti i punti ctcltu del piano 

T'na iinica e ciuolo, "^e pas'fa pei i due punti ticliu Altri tre punti 
la individuino 
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Due circoli concentrici sono anche tangenti nei due punti ciclici 
(cioè hanno doppio contatto all'iniìnito). 

Ciò posto, consideriamo in uà fascio di rette le iufluite coppie di 
rette perpendicolari. Potendo queste considerai'si come le coppie di 
diametri coniugati di qualunque circolo a^-ente per centro il centro 
del Éiseio, concludiamo clie h influii coppie di rette perpendicolari 
di un fascio costituiscono un' invólusione, le cui rette doppie sono le due 
rette (compìesse-coniugate) che vanno ai due punti ciclici del piano. 

In altre pai-ole : due rette perpendicolari sono ia armonia con le 
due rette che vanno dal loro punto comune ni due jjunti ciclici del 
loro piano, ovvero hanno i punti all'infinito in armonia coi punti 
ciclici. 

E chiaro che l'equazioni' deUf i.-tte che tanno rhd punto (%^} ai d'f 
punti ciclici è 

[39] {x'—^)'-t-(ì/—|3f-h2(a;— «)(!/— |3)cosw=0, ossia *(j;— «, y— |S)-0. 

Inoltre, se una retta (u v) passa per {et ,5) e per un punto ciclico, si 
ha u:v-=^-iy — |3):(a; — a); e quindi, ponendo — m e « invece dì 
j/— 13 e x—a nell'equazione [37], si avrà Vequazione dei punti ciclici 

[40] u- -+- L-- — 1in-CQ>M = 0. 

Sì noti che i punti airintÌDito dei di\e as.^i di una conica sono armo- 
nici cosi rispetto ai due punti all'influito della conica come ai due 
punti ciclici, e però sono i pimti doppi dell'involuzione determinata 
da quelle due coppie di punti. 

13. Il circolo si distingue fra le coniche per la proprietà di pos- 
sedere influiti assi; ora l'equazione quadratica [29], che fornisce i 
rapporti direttivi degli assi, ammette più di due radici, e quindi diviene 
una identità, quando sono nulli i coefficienti dei singoli suoi termini, 
vale a dire quando si veriiìeano le condizioni 

ff,, costo— «,j—0 "ii— "iì=0 «jjCOSfij— ff,2=0 , 

che si riducono alle due 



dunque <piexfM [^1} sono le condizioni pjerckè la f(,);i/l) = rappreiunti 
un circolo. 
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Facendo capo invece alle [34], si scorge che pel circolo esse devono 
esser verificate per ognii valore di «i e «, e quindi deve essere 

Oj|-(-p=0 f(^.^-[-,C COS'0 = r(,;-+-p=0 , 

onde 

,5— ^rf,j=— (-(ij^—r/j^cos") ; 

e cosi si ritrovano le [41]. 

14, Ci resta ad esaminare il caso die la conica rappresentata dalla 
f(3!i/l) = degeneri in due rette. 

È chiai-o che, se le due rette hanno un punto comune, 1 diametri 
sono le rette che iiasaano per questo punto, il quale è il centro. Due 
diametri coniogati sono due rette annoniche con le date, e gli asintoti 
sono le medesime due rette date. Gli assi sono le bisettrici degli angoli 
delle d\te rette date. Il centro, i diametri e gli assi sono reali anche 
se le due rette date sono coniplesse-coniugate. 

Se poi le due rette sono parallele, ad ogni direzione diveraa dalla loro 
corrisponde come diametro uua unica retta parallela ad esse ed equi- 
distante da esse, che è il luogo dei centri ; alla direzione delle dne rette 
date corrisponde come diametro coniugato ogni retta imi'allela ad 



l''siJRCi>:ro 1, Lii rpliiiiune fra i rapi") iti dilettivi Ai due rette coiiiiigatj? ri- 
spetto alki conica {{j;yl)^0 e passanti pel punto ix' y') h 

ove, giusta il ij 1 iIpI cap, XIV, 

J\, = J,,.x'- — 2A_.y + -1,1 , 

Ks. 2. 1 rapporti direttivi delle taugeuti condotle ilnl punto (/ j') souo deter- 
minali diiUa efinii;:ioue 



Es, 3. I rapporti fllrettivi tlalle due rette iiiincipali condotti 
)ouo determiuati dalla equazione 



^'(v)' 



',,) — - — {A\,_ cosW + A\,) — 0. 
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Es. i. Formare l'eciuazioiie di una conica, (late le coordiuate degli usi 

(o la loro equazioue complessiva) e le coordinate <Ii nii punto della conica 

Es. 5. Il disorimmante dell'equazione che determina la direzione degli t 

(«n cose; — «13) (b,j cosaj — «li) -^--^-{11,1 — 'hù^t 
e puù trasfomi.'usi nella somma di (lue quadrati 

-L] (.,-»..,,.„ J%i| („„*.„, ».„-..,.!•_ 

ed anche in 



perciò V — 4Ajj naa'co > jn generale, e ^ nel circolo. 

Es, 6. L'equazione degli assi della conica f(j;j/l)=^0 paò ass>uiiierc anche 
le forme 

(«,j cosa; — a,^) Ì,Qc >j If -(«,,-((,3) f,(x y 1) fj(i y 1)— ("jj cosa: - «,.) f,(j:i,l)^=0, 
I (J33J: — ^la) + (Ja3S — ''ajìoosG) {J^j 1 — ^,3)00310 + (Jjjtf — J^j) I „ 

Es. 7. Le coordinate del vertice della parabola f (j!j/ 1)^ possono ridiiwi a 
i^i I—A A Aj I — A _ A^ 

2J|3Ì ~ 21 ^^" '^ 2A3J 2P ^^" ^ 

Es 8 Date le eqnazioni li due cuccli deteiminare lasse adiC le It ntt-i 
òei due punti al imito leili o no comimi ai due oiicoli) Date letqmziomdi 
tre circoli determimio il ceiitto tadicite [punto dei tre assi lali ah) 

Es 9 Formale 1 equazione del circolo ortogonale i tie oircoh dxti 

Es 10 Qh angoh di una ietto le^le con le lette che vanno da un 1 urto itile 
ai dne punti ciclici hanno pei tangente j; 

Es 11 L angolo ili due rette moltipluato pei ' e il logaritm lei d jipif 
lapporto formato rtalle lue rette con q ielle che dal loio pnnto mine ìiuuo 
ai due irnnti eichci Ltiguetif J.ou\ \un lSo3) 

Questi impoitante piopi etti sene a iidnrre le lelizioni metiiilie ìnguini a 
relazioni proj ettn e 

Es 13 n luogo dei centri delle coniche di un iascio e mia couica Ij tf) 

Es 13 D luogo dei centri delle coniche di una schiera è lun retti r\eriofO 

Es 14 In mi fasicio di coniche esistono m generale due parabole ed una 
ipeihole equilitora Quando 11 è un ciicolof 

Es lo Un ipeihole equilatera è mdividnata da qnattro punti Per tie punta 
diti passano infinite iperholi equilatere e fiinno in fascio II qmrto punto ad 
esse romnne 6 il punte delle altezze del tiinngolo dei tre punti dati (B) tu (.ito» 
Fmoelet, Ann Geig XI) Il luogo dei cpntii è il circoli che lassi pei punti 
medi dei lati del tningolo lei iiedi leUe altezze etc cioè il uìloìh d i toi 
j)«w(i (Mag i is, Antgahen etc , I) 
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CAPITOLO XIV. 

Equazioni ridotte delle coniche. 



§ 1. È necessario stncliave da viciiuo l'effetto di una trasformazione 
di coovdiuate cartesiaue in altre cartesiane sulla fanzione 

ì{xyl) = «i, X- -!- 2fl^j X y -^ Ojj y'^ ■+- 2(1,^ x •+- 2(Tj3 y -+- «gg. 

Consideriamo prima il caso che i novelli assi delle coordiEate siano 
paralleli ai primitivi, poi il caso che i novelli assi abbiano la stessa 
origine dei primitivi, e da ultimo il caso elie sia cangiata tanto l'o- 
rigine quanto la direzione degli assi. 

La sostituzione lineare per il passaggio i\. un sistema di assi paral- 
leli ai primitivi è {TI, 19) 

x = X-i-x' y= Y-h-y, 

essendo x' y le coordinate della novella origine rispetto agli assi pri- 
mitivi. Per effetto di tale sostituzione la f{x y 1) diviene manifestamente 

«^, X' -+- 2n,, XY -+- a,. Y'-^2 {a,^ x H- a,^ y -H « J X 
^ 2 («,, 3/ ^ a,, y- -H 0,3) r + f (a/ 2/' 1) ; 

vale a dire che: « i coefficienti dei termini a '^ grado rimangono 
" inalterati; i coefficienti dei terminisi" grado divengono rispettiva- 
' mente le derivate parziali della t(xyl), nelle quali siano sostititite 
* alle variabili le coordinate della nuova origine ; e il termine indì- 
= pendente dalle variabili diviene il risaltato delia sostituzione delle 
1 coordinate della novella origine nella i(xyl)'». 

Ciò posto, è innanzi tutto evidente che ogni funzione dei coefficienti 
dei termini a 2° gi'ado di ì{x yl), p. ea. A^^ e /,sarà identica all'analoga 
funzione dei coefficienti della funzione trasformata. 
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Inoltre il discriminante della trasformata è 

I «u "i. fi(^'!/'l) ì 

I f,{xy'l} f,{xyl) f(x'j/'l) I 

or sottraendo dalla 3* orizzontale Je due prime moltiplicate per x' y' 
e poi facendo la stessa operazione sulle verticali, esso si riduce al 
discrimina ate A della i{xyl'). 

Le funzioni analoghe ad A^^A^^.^ relative alla trasformata sono 

A\, = €>,J{x- y' 1} - f, {x y- i)% A,, ^ a,, f{x y 1} - fj{a.' y If, 

ovvero {XII, 13, TIOJÌ 

J.\, ^ A.i3 x'^ — 24i., X ■+- ^1, , A',j = A,^ )/'^ — 'lA:,^ y -+- A.^,,; 

e le analoghe ad jÌ,., A^^ A^^ sono (com'è facile verificare) 

A\i = -^33 ^' y ^83 X il|3 y' -H Jjj , 

3. Supponiamo ora che i novelli assi abbiano la stessa origine dei 
primitivi, e si pouga xy = w, XY = Q. La sostituzione lineare per ope- 
rare la trasformazione è [VI, 19] del tipo 

x = aX^{^Y y = 'j:X^^'Y; 

e sostituendo ad a^ e i/ le loro espressioni mediante Xe r, la ìixyV) 
assume la forma 

n'„ X^ -H 2«',j ÀT-i- «'sa F^ -)- SrtV^ A'-H 2rt';;, Y -)- o',,. 

Calcolati effettivamente \ nuovi coefficienti '"''i, c'u-- e formate con 
essi le funzioni analoghe ad A^^ e A, che indicheremo con A.^,^ e 4', 
si potrebbe verificare che 

A^^^A,,{o.fJ ~^?^f , A^A{'j[i-a^f ; 

e poicliè attualmente è (VI, 19) 5ij3' — a^ = senO : seuoj , si a\'rebbe 

A^ ^33 A _ A 

son'tr) seu^Q ' senati) sen'-Q 

Ma possiamo evitare i calcoli, ed ottenere non solo questo due rela 
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Gap. XIV - § "2 



zioui ma anche una terza, ricorrendo al segnoiUe iogegooso procedi- 
mento del Boole: 

Quando si passa da due assi cartesiani ad altri due aventi la stessa 
ongine, le x y si esprimono come funzioni di 1" gi-ado e omogenee 
delle X Y; per conseguenza i gruppi dei termini a 2" e 1" grado di 
f(j;(/l) si trasformeranno rispettivamente nei gruppi dei termini a 2° 
e 1" grado della funzione trasformata; si avrà cioè identicamente 



- 2oj3 xi/ -i 



,X^-h2«',. zy-t 



. Y^ 



Ila (VI, 19) si ha pure identicamente 
X' -h 2x1/ coati) -H y* = X^ - 



2XYcoiitì^YK 



Dunque, aggitiugendo alla 1* identità l'ultima moltiplicata 
quantità arbitraria p, avremo identicamente 



-Hp)X=- 



-2(«'„ 



. p cosfù) xy-^ (rt^a -+- P) y^ 
1- p costi) XY-i~ (fi'jj -+- p) ¥'-. 



Per ogni valore di p atto a rendere il 1° membi-o il quadrato di una 
forma lineare &i x e y, il 2" membro dovrà riescire il quadrato della 
forma lineare di X e F trasformata di quella. Ora la condizione 
affinchè il 1" membro riesca un quadrato è 



" ' li "- = ossia p-sen-(ri-i-Jp — ^I., = 0, 

I «12 -HP costo «ìi-l-P I 

e analogamente la condizione affinchè il 2" membro divenga un qua- 
drato è 

dunque coleste due equazioni di 2" grado in p dovranno fornire ijer 
p gli stessi valori, e però i coefficienti dei termini simili dovranno es- 
sere proporzionali. Insomma avremo 



Similmente, qualunque sia la quantità -7, abbiamo 

flji x^ -+- 2«„ xy -+- Ojj y^ -+- 2«i3 x -+- » 
= «' X^ -+- 2«' XY -t- a\, r= -+- 2«' A'-l 
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ora per ogni valore di a che annulli il di seri minante del 1" membro 
avverrà che il 1" membro si scinda in due fattori di 1° grado in x 
e y, onde dovrà il 2" membro scinderai nei due fattori di 1" grado in 
X e F trasformati di quelli, e per consegaenza dovrà risaltare nullo 
anche il discriminante di esso 2" membro ; ma i! discriminante del 1" 
membro è manif^taraente A-\-A.^.^r7', e quello del 2'* è ^' -i- j^I',,, j ; 
quindi le due equazioni 

4 -h ^3S cr = ^' -(- yl'j^ T = 

dovranno fornire per n uno stesso valore, e però sarà 
A ÀI ^ 

A,^ A'.,, 

e moltiplicando questa identità per la — — = — r-, , veiTà 
sen'to sen'u 

A _ A- 
sen'ci) senHì 

3. Supponiamo da nUimo che si trasformino lo coordinate nnitanflo 
così l'origine come la direzione degli assi. Possiamo decomporre sif- 
fatta tr^formazione in due, prima trasportando gli assi primitivi pa- 
rallelamente lino a passare per la novella origine, e poi mutando la 
direzione degli assi intorno a questi cugine Oia sappiamo che per 
effetto della puma tiasfoimazione si iiproduccmo i coefhcienti dei ter- 
mini a 2° grado e 'o, e ijumdi I ed A^^, e che si iipiodtice anche -4; 
inoltre sappiamo che pei eftetto delli 'iPconda tiaitoimazioup ^i ri- 
producono 



dunque le trr: ispre 



conservano rispettivamente i medesimi valori dopo ogni trasfornutsioivi 
di coordinate cartesiane in coordinata cartesiane. 



(') Il lagiojniueuto fitto per dimoitnio qaosti idliTioue Mie evidenteme 
authe riniiidti «i uniti insieme In diicziono • 1 •rigmi, degli lisi 
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Diremo queste tre espressioni invarianti metrici assoluti della 
f(xjl)C). 

E chiai'o elle / A^^ A conservaiio i propri segni nella ti-asformazione. 

Anche F(uvl') conserva il segno; poiché (XIII, 1) sì ha F[uv 1) 
= k^At{xyl) se (ccj/l) è il polo di (uv 1), 

Forme ridotta delle oiiiiazioiiì delle coniche. 

4. Lo studio delle proprietfi speciali della elliaee, della iperbole e 
della parabola riesce più ag:evola dopo aver ridotto le equazioni 
di queste curve a forme più semplici mediante particolari scelte 
degli assi delle coordinate cartesiane o pliickeriane. Dovendo l'equa- 
zioue rimanere di 2" grado dopo la trasformazione, il modo più natu- 
rale che si presenti par eempliflcarla consiste nel cangiai'e la posizione 
degli assi in guisa che l'equaaioue perda uno o più termini. 

La sostituzione atta a passare da due coordinate cartesiane w y a 
due altre XYè (VI, 19) 

X = aX -^ [ìY -t- X y = aX'^^ÌY -¥■!!■ , 

ove x' y sono le coordinate della nuova origine rispetto agli assi' 
primitivi. 
Supponiamo che per effetto di questa sostituzione la f (a; y 1) divenga 

f{X r 1) = f(\i X' -+- 2rt'„ XY -1- r(',, Y'- -+- 2ff',,, i'+ Id,^ 'Y-^a\,^. 

Le x' y possono ricevere qualunque valore reale e finito; ma le 
quatti'o quantità « j3 a' |3', che dipendono solo dalle direzioni dei nuovi 
assi e non già dalla posizione della nuova origine, non sono tutte arbi- 
trarie, potendo consideraci come funzioni di due sole quantità indi- 
pendenti, p. es. degli angoli xX, sY, visto che la con(«cenzadi questi 
due angoli basta a individuai'c la direzione dei nuovi assi. Adunque 
nell'eseguire la ti'aaformazione noi possiamo disporre di quattro quau- 



(') Allottiamo qiiestii tleiioiuiiiazioue, poìeliij qui si batta (V, 11) ili invarianti 
iissoluti delia eoppia (li forme qiia%aticlie Ijinarie; f (ai j 1), a;' -I- %x.ij mista -\- >/-, 
I- ciò solo per le sostituzioni che cousorvano alla seconda forma il suo tii><i. 

L'eqnaaioiiQ in p qui incontrata è la ateaaa die incontrammo nella tletermina- 
KLoiie degli aiai della conica (Xrir, 10). Audio le mo radici sono invarianti motrici 

I A„ 
a?si)luti, potendo l oqnaalonc scriverai p- -h ; — p -i- f'— -^ 0, ovo i rovWi- 
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titii arbitrane, cioè di x y e (p. es.) xX xY. Ma non ci è permesso 
di concluderne che potremo disporre di queste quattro quantità in modo 
elle riescano nulli quattro assegrnati coefEcienti della funzione trasfor- 
mata; poiché ciò paò l'isultare incompatibile con le restrizioni (essen- 
ziali nel caso nostro), che i valori di quelle quattro quantità siano finiti 
e reali, e che inoltre i due angoli xX xY siano disegnali. 

Per chiarir meglio la cosa, gioverà esaminare vari dei casi che la 
questione presenta; cominciando da quelli nei quali vogliasi annullare 
un sol coefficiente della funzione P{XY1). 

rt'j,=0. Per r=0 laf(Xri) = OdàffV, Z^-h2o',3X-(-«'3j = 0, 
equazione che dà le ascisse dei due punti ove X seca la conica. Oi'a 
se «1, = una di questo ascisse diviene influita, e viceverea ; dunque 
bisognerà assumere l'asse X in modo che sechi la conica in un ptinto 
all'infinito. Sicché la trasformazione sarà impossibile nell'ellisse, che 
non ha punti all'infinito; pt^sibile nell'iperbole, ove X dovrà essere 
pai'allelo ad un asintoto; e possibile nella parabola, ove X sarà un 
diametro e sarà pare a\^ = 0. 

«'jj — 0. Analoga conclusione rispetto ad T. 

(l'jj^O. Bisognerà portare l'origine sulla conica; il clie è possi- 
bile quando la conica è reale. 

«■^3 = 0. Per X = la f (X T 1) = d^i a\^ Y'-^ 'la\^ Y-^ a.,, = 0, 
equazione che determina le ordinate dei due punti comuni ad Y e 
alla curva. Se «'^^ = sarà l'origine il punto di mezzo di quei due 
punti, e vicevei-sa. Dunque si potrà prendere per T una retta qua- 
lunque, ma bisognerà portare l'origine nel suo punto d'intersezione 
col diametro coniugato. 

fr'|3 = 0, Analoga conclusione rispetto ad X. 

«1-3 = 0. Il diametro coniugato alla direzione X, cioè ci' ^ X -+- et' ,^Y 
-\-a\^ = 0, per «\j = è parallelo ad T; e viceversa. Dunque biso- 
gnerà prendere gii assi X Y paralleli a due diametri coniugati nel- 
l'ellisse e nell'iperbole ; e nella parabola basterà che l'asse X sia un 
diametro. 

Passiamo a considerare due coefficienti. Possono presentarsi 16 com- 
binazioni, l'esame delle quali riesce facile appoggiandosi ai 6 casi già 
trattati, e però non le tratteremo singolarmente. Notiamo solo che si 
può annullare a\, e n'^j, a\i e «',3, «"^i e n'jg, a\^ e «'33, a'^^Ga\^, 
«'55 e n'j3, fl'jj e «33 nell'iperbole; a\i e a'^j, «'jj e a „ nella parabola; 
ti\^ e «'i3 nell'ellisse o nell'iperbole, e in due rette parallele, dovendo 
allora l'origine essere centro al finito del luogo (XIII, 4). 

Fra i casi in cui si vogliano nulli tre coefficienti, noteremo che si 
può render nulli n\.^ n'^^ a'.^ nell'ellisse e nell'iperbole, prendendo per 
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assi due diametri eoukigati ; a\ia\^a^^ o n\.^a\^a^^ nelle stosse e 
prendendo pei- asse Y o X un diametro e per asse X o Y 1 
in un suo estremo. 

Fra ì casi in cui si vogliano nulli quattro coefficienti, notiamo quelli 
in cui si annullano a\^ n'jj a\^ a\^ , che è possibile nella iperbole, e 
si risolve prendendo per sssì gli asintoti ; «'n «'^g a!^ a'33 «"jj n',^ 
a\^ a'33 j che è possibile nella parabola, e si risolve preudendo pel- 
assi un diametro e la tang-ente nel suo estremo. 

Conica riferita a due diametri coniugati. 

5. Dopo queste considerazioni generali, passiamo a ti'attare alcuni 
dei casi testé accennati, cominciando da quello della sparizione dei 
termini a 1" grado {a\^ = e a\^ = 0) e de! termine in Zr(ffl',3=0). 

Trasportando l'origine nel punto {x y') senz'alterare la direzione 
degli assi, !a f{xyX) diviene (§ 1} 

[11 f-i, X^ -+- 2n,, XF-i- o^j r^ -(- 2 (a„ x' -h a^^ y ■+■ a J X 

+ 2 (a,, X ■+- a,, y- + a,,) F+ t{x y' 1). 

Si fanno sparire i termini di 1" grado in A' e Y, eguagliandone si 
zero i coefficienti, cioè ponendo 

ma queste due equazioni danno per x y' le coordinate del centro 
(XIII, 4); adunque basta che la nuova origiue sia centro della conica. 

Viceveraa, è chiaro die, se un'equazione ha tutti i termini di grado 
pari, o tutti di grado dispari (e in generale se un'equazione non si 
altera mutando di segno ambedue le coordinate, supposte cartesiane), 
l'origine è nn centro di simmetria per il !nogo di quella equazione. 

Quindi è possibile trasformai'C la i{xyV) in modo che svaniscano 
ambedue i termini di 1° grado, quando la conica ha un centro unico 
al finito, e quando ne ha infiniti (XIII, 4). 

Supponiamo primieramente che la conica abbia un centro unico ai 

iinito, cioè che sia ^j^^-O. Allora, essendo (XIII,4)f(a;V'l)=f(i*^uy(>l)="."~' 
la t{xy 1) si riduce a 
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Si noti l'identità 



Cap. XIV - § 5, 



x^f + 2a,, (x — xj {ij -yj -I- a,^ {y—Vof ■ 



Si osservi inoltre che le coordinate del centro son quelle che possono 
far prendere a t{xì/l) il valore massiTìio o minimo (poiché ne annul- 
lano le prime derivate), e tal vaiare è A : A^^. 

6. Dopo aver privata la funzione f{xyl) dei termini a 1" grado, 
sposteremo ora la direzione degli assi intorno al centro ; il elio si esegue 
mediante nna sostittizione della forma 

(denotando con x y le nuove coordinate diverse dalle x y originarie). 
Per effetto di tale sostituzione la f{xyl) prenderà la forma 



[4] 



- 2« ^j a: 1/ H 



essendo evidente cbe la sostituzione non ìniluisce sul termine noto. 

Eseguendo la sostituzione si ottengono a\^ «',g «'^^ espressi mediante 
«,i «^3 ffjj e a ^ a' |S'; sicché, attribuendo ad a ^ a' |3' valori tali da ren- 
der nullo a'ij, e poi sostituendoli nelle espressioni di «'^^ «'ja, si avranno 
ì valori di d^^^ d^^ da porre nella [4] ; la quale allora prenderà la forma 



che dicesi (V, 12) forma caTwnica della f{xyl). 

Ma possiamo trovare i richiesti valori di «'^ d 
calcoli indicati, mediante la considerazione degli 
sia dato l'angolo fi dei novelli assi. 

Noi sappiamo (| 3) che 



inza esegtdre i 
irianti, quando 



Ora quando si suppone «',^ = le precedenti eguaglianze ? 
alle 



yGoosle 



262 Gap. XIV - § 6, 7 

e queste fanno conoscere la somma e il prodotto rli 
<^'ii "ii sotio Is radici deU'etiuaziorie di 2" grado 

ondo 



-l"^ |/+[/i.-4'5!?;-;.... j 

2 seo^w 1 — y sea"Q \ 



'^ 2 sen^w j r scn^Q ) 

sui quali valori bisogna fare due osservazioni : 

La prima si è che, quando la conica è un'iperbole (-^33 <0), Ih 
quantità sotto radicale è positiva, e n'uo'jj sono reali, qualunque sia 
l'angolo dato Q. Sia, quando la conica è un'ellisse (A^^'^0), nllora 
la quantità positiva sen^fi dev'essere abbastanza grande, in modo che 
la quantità eotto radicale non sia negativa, altrimenti a\, e a'^^ risul- 
terebbero iniaginari; laonde gli estrercii valori possibili di seniì sono 
quelli che annullano il radicale. 

La seconda osservazioue riguarda il doppio segno nei valori di «',, 
e «',3. Quando l'equazione della conica è ridotta alla forma 

[9] a\,x'^a',,y'^~=0 , 

ad ogni valore dell'una coordinala, corrispondono due valori opposti 
dell'altra, e però gli assi delle coordinate sono due diametri coniugati 
della conica. Ora ad ogni coppia di diametri coniugati inclinati fta. 
loro dell'angolo Q ne eoiTisponde un'altra, composta dei diametri ri- 
spettivamente simmetrici ai due primi rispetto agli assi della conica; 
ed è facile vedere che, secondo che si riferisce la conica all'una 
all'altra coppia di diametri, bisognerà assumere i segni superiori o 
inferiori innanzi ai radicali in n\^fsa\^ (*). 
Ciò premesso, bisogna distinguere più casi. 

7. Nella ellisse, essendo A^^ >■ 0, A\^ = «'n^'si^Of '^'u "W '^^'^ simiì 



(*) Vi fe un'altra spiegazione del doppio segno in n',, e «'j^, che È (l'accorcio con 
la precedente, grazie alla simmetrica posizione delle due coppie (H tliametti in 
questione. Presi come assi delle u e delle y dne diametri coniiigatì, si può foro 
lo scambio, e prendere il primo come asso delle 1/ e il secondo come asse delle 
x; il elio eciuivale a scambiare Ara loro i due segui preposti a oiasomi radicale. 



y Google 



Gap. XIV - § 7 l'63 

nulli ed hanno lo stesso sejjno. So A -',■-- 0, si può dividere l'equazione 



e i coefficienti di x^ e y'' hanno lo stesso segno. Se entrambi sono po- 
sitivi, si può porre 

indicando con e, e h^ quantità positive ; onde la eqixazione si riduri'fi a 

fi2] ■:^ -+- J/ _ 1 = 0. 

Noi abbiamo già esaminato (XH, 5) i! luogo rappresentato da que- 
sta equazione, e trovato che è una curva reale chiusa. 

È chiaro che a^ e b, sono le misure dei due semidicmietri coniugati 
esistenti sugli assi X e y. Sicché tiMi i diametri di una ellisse reaìn 
la secano. 

È facile poi esprimere n, e d, in fanzione dei coefficienti (ly^ a,^,., 
dell'equazione pi'imitiva f(xyl] = e dell'angolo Ci. 
Infatti 

.^ A ,' A senati) , 

' ^;!s '*'ii <^'a; '* -/Ija'' sen^fì " ' 

A senato , 



\/r-^. 



y senili 



Il discriminante della [12] e — — ^-—^ ; l'equazione dell'ellisse come 
inviluppo è {Xlir, 1) 
[Uj ^/,= M^-+-Vu^ — 1 = 0: 
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l'equazione della polare di (x y") è 

(161 T^ + f^-'-»' 

che diviene la tangente in {x' y') se questo punto è snll'ellis 
qnaaione di una tangente nella direzione m:nk 



[16] n x~my^y a.'n' + ì?,'m' =-- . 

S, Se invece, supposto ancora Aj^'>0, -i-^:=0, i coeHicientidia'* ej/^ 
nella [10] fossero negativi, posto 

A A 

l'equazione diverrebbe 

[18] ^^ -h -^l ^1 = 0, 

la quale evidentemente non è soddisfatta da valori reali di a: e y. 
Diremo che in questo caso il luogo rappresentato dall'equazione pro- 
posta è un'ellisse imaginaHa. Per essa 



'-V^ 



Per y =i l'equazione [18] dà a; = ± aj. , e per x =0 y =±: V- 
I semidiametH quindi sono iraaginari puri nell'ellisse imaginaria. 

9. Nella iperbole, essendo A^^ <iO, A\^-^ a\^a'.^j,<.0,a\,a\^ non 
sono nulli ed hanno segni opposti; e quindi, se A-,=-0, nella [10] i 
coelficienti di x^ e y^ avranno segni opposti. Se nelle [8] dz sia il 

segno di Aj sarà -7— positivo e -;— negativo; e potremo porre 
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indicaudo con a^ e b, quimtità positive. Allora la [IO] prenderà la 
forma 

[21] ^ — f-s — 1 = 0- 

Abbiamo già (XII, 6) esaminato il luogo rappresentato da questa 
equazione, e trovato che essa è una curva reale composta di due rami 
doppiamente influiti. 
Di due diametri coniugati, l'uno ha comuni con l'iperbole due punti 
reali A A', e l'altro due punti complessi- 
coniugati ; poiché y ^ dà x^ ±a„ e 
ai = dà y -= + b,i. Se portiamo sul se- 
condo due segmenti OB OB' misurati da 
± &,, e se chiamiamo uoo solo a, ma anche 
b, mism-a del semidiametro sul diametro 
che si considera, avremo 




'ÌA,.. 






dell'iperbole come 



ove i!z è il segno di A. 

Il discriminante della [21] è ■ ^ ; l'equazi 
inviluppo è 

[23] <w^— &,H-^— 1^- 0; 

l'equazione della polare del (o tangente nel) punto (x y") 

[24] -:-^-i"0; 

e l'equazione di una tangente nella direzione in: n 
[25] nx — my ± Y 'a;^ n} — b^^ m^ = . 

IO. Abbiamo finora escluso l'ipotesi /l -^ 0. Se -4 = 0, la [9] diviene 
[26] «;. 3i= ^ a\, y^ = 0, 
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; quindi rappresenta due rette 



[-27] xV<i\, 



■jV 



= 



:V^.~<fr 



5 = 



passaati per l'oi'igine. Esse sono reali se ■^''nf'ii < ossia A'^.j<^0, a 
quindi anche ^,3 «CO; compiete-coniugate se fl\i«'jj>-0 ossia A\^'^0, 
e quindi ^,3 >■ 0. Nel primo caso si lianno due rette reali e secantisi, 
che chiameremo coppia iperbolica di rette. Nel secondo coso si hanno 
due rette complesso-coniugate e secantisi (in un punto reale al Anito), 
che chiameremo coppia ellittica di rette. Una coppia ellittica di rette 
può anche dirai yxa.'eUisse i-idotta a un punto (reale). 

Si dirà poi coppia parabolica di i-ette l'insieme di due rette paral- 
lele, reali e distinte, o reali e coincidenti, coraplesse-eoniugate. Una 
tal coppia incontrammo parlando dei centri (XIII, 4), e vedemmo che 
no hfi infiniti in uua retta. In seguito ce ne occuperemo di nuovo. 



Conica riferita agli assi. 

11. Le precedenti formolo relative all'ellisse ed all'iperbole si sem- 
plificano, se si assumono come assi delle coordinate i due diametri 
principali od assi della conica. 

In fatti, ponendoti — 'h ^ chiamando n„ ')„ lo misuro dei semiassi 

OA OB, l'cqiiaziono [12] deil'ellisse reale prende la forma 



L'equazione in t diviene quella in f gih incontrata due volte (§ 2), 
col solo cangiamento di p in ^ p. Quindi «(," e 6^^ aonu espressi da 

-^ psen^oj, ove p denoti l'una o l'altra radice di quella equazione. 
Del resto, se si pone 

X ^ \ J- — 4,A^^ sen-!o , 
si ha dalle [13], per Q^ ^, 

[23] ''.*-;rT^(--f-;--A') '.'-iT^,(--f + if)- 
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Potremo supporre sempre preso eome asse delle se qixello che con- 
tiene U semiasse maggiore, vale a dire % > ft,,; allora nelle [29] zb è 
il segno di A. 

E qui notiamo che, essendo K il massimo valore che può assumere 
il radicale nelle [13], ne segue che dm citte semiassi dell'ellisse l'uno 
a il ìnassiino e l'altro È il minimo fra i semidiametri. 

Inoltre si ha dalle [29] 

rsoj a,' ^V" - 44 , «.■ -V- + A-r . «A-- V*--»» » ■ 
' " A,' ' A„' ' • y-j^i 

Per l'ellisse imaginaria si muti «^^ e b,^ in — «„- e — b„^. 
1 3. L'equazione dell'iperbole riferita ai propri assi è 



ove 2«„ = AA' è la misura dell'asse che seca l'iperbole (asse trasverso 
2»-imo), e 2ba =^ BB' si chiama la misura dell'asse che non seca 
(asse imagiiiario o secondo). 

Le (Y*„, — 6% sono espresse da -— ^psen^w, e sono date dalle formolo 



2J, 



,(-i±TC), -v=-rT(--rr^/0, 



ove dz è il segno di A. 

Essendo A")! minimo valore del radicalo nelle [22], segue che /rrt / 
diametri secanti l'iperbole l'asse trasverso è il minimo, e fra i dia- 
ijiefW non secanti l'altro asse è il minimo. 

Si ha pure 

[33] a\-b\ = - ^ , «/+''/ = :h~ , a,b,=r^. -J— senr.,. 



Teoremi sui ilfametri coniugati. 

13, Qui è opportuno esporre alcuni teoremi, che scalitriscono im- 
mediatamente dalle cose esposte. 
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Per l'ellisse, reale o iraaginaria, si ha dalie [13] e [19] 

[34) „,. + „. ^,r-; 

il quale risaltato, essendo ÌDdipendente da iì, ci dice che: nell'ellisse 
la somma dei quadrati di due semidiametri cmiiugatì è costante. 

E si noti che 7ieUa ellisse reale AI è negativo, perchè ivi vaie 
— -i^a («l'-l-fcf^)/ tnentre è positivo iteli' ellisse ÌTìiaginaria, nella quale 
vale A^^ (a,^ -4- h^,) . 

a- 1 ^> ? ^' ^^^"> ■ A- 

Si ha pare a,'bj''= — ^ . — ^- , e quindi 



[35] «j b, seni) — :1 ■■ . senw ; 

VA»' 

dunque : è costante l'area {aJ>,SBni}) del parallelografnma costruito 
sopra due semidiametri coniugata dell'ellisse. 

Da ultimo notiamo che : TielV ellisse esiste una coppia di diametri 
coniugati eguali. La loro lunghezza S' e il loro angolo 9 si ottengono 
supponendo nallo il radicale nelle [13], e si lia 

m 8 = ~ \/'^2AI sen9 = ± 2senwlÌA. 

per i'tìlJiBse reale; mentre basta mutare ^2jlJin 2^Jper l'imaginaria. 
B sioconae (§ 6) gli estremi valori di senO sono appunto i valori di seny, 
così vediamo che: nell'ellisse i diametri coniugati eguali sono qiislli 
che fanna il minimo angolo actito (gli assi facendo il massimo, cioè 
l'angolo retto). 
L'equazione dell'ellisse riferita a questi diametri sarfi 

[37] a^'-^f=FS' = 0, 

come quella del circolo riferita a due diametri ortogonali. 



I -4. Passiamo all'iperbole. Abbiamo ivi dalle [22] 
58] n\ — b\ = —- , a,b, senti = ± , 
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sicché: ìieW iperbole è costante la diffeveìiza dei quadraci di due semi- 
diametri conixigati, ed è costante l'area del parallelogramma costruito 
sopra due semidieim,etri coniugati. 

Quando X=0 {XIII,11) risulta a^ = &,; dunque: nell'iperbole orto- 
goìiale od eqtdlaiera ciascun semidiametro è eguale al coniugato. Ciò 
dà ragione dell'epiteto equilatera. 

Privando la [21] del termine noto, si ha l'cquaziono degli asintoti 
rXIII, 5] 

[39] ^-t}-""-^ 

e però gli asintoti sono le rette delle equazioni 

le quali rette passano per il centro, e sono evidentemente le diagonali 
del parallelogramma avente per mediane i due diametri coniugati 
AA' BB'. Dunque: gli asintoti dell'iperbole sono le diagoiiali di tutti 
i parcdlelogrammi aventi per mediane due diametri coniugati. 

E chiaro poi che nell'iperbole l'angolo acuto di due diametri coniu- 
gati può aver tutti i valori, da zero (per un asiutoto) a un retto (per 
gli assi). 



è l'equazione di una ellisse o iperbole riferita a due diametri t;oniii- 
gatl, dette (afy') {^'y") le coordinate dei punti estremi di due semi- 
diametri coniugati qualunque, si hanno le relazioni 

(41, ?!±?J-1_0, ?ll±l^-l = 0, Ijf.^'Ùf^o, 
^ a' b^ n^ b^ «- b^ 

delle quali le due prime esprìmono che quei due punti stanno sulla 
conica, e la terza che essi sono coniugati rispetto alla coppia degli 

asintoti -^ Th |-; = 0, 

Da queste si trae rispettivamente 



y Google 



270 Caf. XIV - § 15, 16 

ed eliminanclo v^ , — ^ , si trova (l — — ^|[l— — -. }=- — ^~- ; 

e ridiiccDdo, 

[42] »■< + «-_„•. 

AaalogameBte, 
[43] y"^>r^±b\ 

Inoltre 4^ ^ = 1 — " ■ ~,^ ■ = ^ , e del pari ± ^r = ^ ■ 
Quindi neireilisse sarA (scegliendo 1 segni giusta la 3' relazione) 

c nell'iperbole 

[451 "^-^^^ ■ '—^-i;-' -'»+-''i/"-o- 

16, Se si suppone che la conica eia riferita ai propri assi, e si 
denotano con a^ h^ i semidiametri coningati terminati nei punti {x' r/') 
(x" y"), allora si ha «j' — a:'' -i- 1/'% d= 6[* = a;"* -+- ì/"^, e soniiiiaudo 

[i6] fl,^ ~ V = (*'' + ^'0 + {y' -+- y"^) -a-' + h' ; 

cosicché si ritrova che è costante la somma o la differenza dei qua- 
drati di due semidiaynetrl coniugati. 

Inoltre il parallelogramìrut &u due semidiametri coniugati è costante; 
poicliò è misurato da x' y" — x" y', che nell'ellisse vale 

sicché uell'ellisse è 

[47] x' >j" — x"ij=^zj^ab\ 

e nell'iperbole si trova analogamente 
[48] xy"~x"y'=^±ah.Ì. 

Si noti che 



V^»" + j'^^«-±ì.'(i- J) = 



y Google 



Gap. XIV - § 16, 17 ^71 

Or uell'ellisse si può supporre a"^!', e quindi ncll'ellisso e ueirii)er- 
bole si può porre rispetti vamea te 



.)/'rfl?Pà.O, |/l_.:5-)/?1 






Con ciò si ha più brevemeate 

[49] n,^ = ± fit M- e^ x', ± ò,= = n= — e- x\ 

Denotando con «j jS, i coseni degli angoli che il diametro conte- 
nente il semidiametro cr^ fa con gli assi, si ha x=a^a, , y'=ciip, ; onde 
la relazione 

Ora se «^ ]3j sono i coseni del diametro perpendicolare al precedente 
e 0, è il relativo eemidiametTO si ha pnre 

Quindi segue 

ovvero: A c^stanta la sonuna elei qtiadririfi (coi debiti segni) 'ìei fal«i-i 
inversi di due semidìaìnetri pei-pendicoìcn-ì. 

IT. Dalla definizione di flgnre simili emerge che, se due coniche 
sono simili, i loro punti all'infinito sono punti omologhi, cosicché le 
due coniche sono della stessa specie; inoltre i centri sono punti omo- 
loghi, gli asintoti sono rette omologhe, e così pure le coppie di dia- 
metri coniugati e gli assi. 

Del pari dalla definizione di figure simili e similmente poste (omo- 
tetiche) emerge che: afjìiicM due coniche, poste in tm piano e rappre- 
sentate da eg^uaeioni in coordinate cartesiane, siano omotetiche, è tii:- 
cessaHo e siifftcienie che i coefflcienti dei termini di 2° grado siano prn- 
porzioìiali; poiché allora gli asintoti sono paralleli e i diametri paral- 
leli hanno lunghezze proporzionali. 

P. es. sono omotetiche rispetto al centro le iperboli 

't-t-l-O ^-"-J + l-O, 



y Google 



272 Gap. XIV - S 17, IS 

e cosi pare !e due ellissi 

et' h^ a' b^ 

SODO oinototiei due circoli qualunque; sono simili due iperboli equila- 
tere quahiuque; sono simili due parabole qualunque, 

Classificazioiie delle eoulche. 

IS. Dalle cose dette intorno all'ellisse, all'iperbole, alla parabola 
ed alle coppie di rette, e dall'osservare che la parabola è sempre reale 
(perchè secala dai diametri), noi siamo messi in grado di stabilire la 



Tabella della classiflcasioiie dei luoghi di 2" ordine, in rapporto alle 
loro equazioni in coordinate cartesiane: 

f AI<(^ . . . . Ellissn reale 
^■i3>^ ? .47>0 .... Ellisse imctginaria 

{ A —^ . , . . Coppia ellittica di rette 

A ^ ) "^ ~"^ '^ ■ ■ ■ ■ ^P^'''^"^^ (reale) 
^^ ' xi —- . . . . C'oppia iperbolica di i-ette 

. _Q \ A^--0 . . . . Parabola (reale) 
^' \ A. = Q . . . . Coppia parabolica di rette. 

E qui è opportuno fare alcune o^ervazioni : 

Nell'ellisse (reale o imaginaria) a^^ «j, non son nulli ed banuo Io 
stesso segno; poiché ^33 >0 dà «u^Ojj > n^j*, onde nj^«2j>0. 

Il segno di I non alterandosi (§ 3) per ti-afiformazione di coordinate, 
ed in coordinate ortogonali essendo JT =^ «„ -)- «,3, segue che neli'el- 
lisi'e / ha lo stesso segno di «1, e a^^ ; laonde nelki tabella è lecito 
sostituire a^^ o a^, « I. 

Se l'equazione f{xyl)^0 rappresenta una coppia parabolica (§ 10) 
di rette, si ha {XIII, 4) A^^ ^ 0, A^^ = A,^^ = 0, e inoltre (XII, 13) se 
«„ -= 0, 

= ^\f,{xyl)^y^^,] |f.(^i/l)- K^X.|; 

e [ìerò le due rette sono reali e distinte, reali e coincidenti, complesse- 
coniugate, secondo che '^;;< = >0; e del pari, se fl,;-=0, secondo 
che ^,, < = > 0. 
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Che se fosse ^1^3 = "ii = e rtj.j = , sarebbe auche «,,; — 
{che «ij^ = fili «52 = 0), onde f (a; J/ 1} = 2n,3 x -+- 2ci^^ y h- a.^.^ ; allora 
adoperando coordinate cartesiane oraog:eaee si avrebbe 

f >i Xj ÌC3) =- (2ff,3 .«, -^ 2rt;3 a-; -I- «33 «J a?;, , 

e quindi il Inogo si scinderebbe nella retta 2rtj3»7 -1- 2fl,33;j -h «,|s3;.,^0 
e nella retta all'infinito x.i = 0. 



Ipprbole riferita agli ashitoti. 

t9. Quando la conica è un'iperbole, la sna eiinazìone si può ridarre 
a una forma semplicissima, prendendo per assi delle coordinate gli 
asiutoti. Infatti è chiaro che allora, l'origine essendo nel eentro, l'e- 
cjTiazioue avrà la forma 



[1] 



ove .1,^ < 0. Inoltre mancbei'anno i termini coi qtiadrati delle coordi- 
nale; poiché per // = l'equazione deve dare due valori infiniti di a;, 
e quindi dev'essere mtllo il coefficiente di x-, e similmente dev'cssi^r 
nullo il coefficiente di 7/^. Sicché l'equazione diverrà bilineare e sim- 
metrica in j' e y: 

[2] 9a\^_.ru^--~ =0. 

Ora si tratta di determiiuire 'i\., in fiuìxioiic i]t\ coefiiciì^ii t i disila 
f(x</l). 
A tale uopo bisog'iierebbe applicarti alia [2] del § 5 la soslìiui;Ìoiie 

e poi eguagliare a zero i coefficienti di -x^ e y-, e trovare i conse- 
guenti valori di a ,S «' |3'. SEa invece possiamo (come per il caso di 
due diametri coniugati) ottenere a\^ mediante gl'invarian'i. 

lafatti, essendo attua Ime '.ite a'^ = a':,^ = 0, detto fì l'angolo degli 
asintoti, avremo le due equazioni 

"^ si'ir'd) son-(2 . ' sen^M sen-li 
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Divìdeuclo l;i 2"- pel quadrato della 1', si ha 

|4] tg'-^ n = - -^ senato , 

onde 

15] cos'SJ = —, , scu-O = ~ --fj^ sen-fji ; 

K- ' A' ' 

ciascuna delle quali formule determina gli angoli degli asintoti (e 
mostra di nuovo che gli asintoti sono perpendicolari quando 7 = 0). 
Dividendo poi la 2" delle [3] pei' la 1^, e tenendo presente la 1" 
delle [5], si trova 

-..=±^. 

Avuto a\i, si sostituirà nella [2], che diveiTà 
[''.1 !eìj = L , 



Se qui si sceglie nel 2^ membro il segno di A, risulta Jj>0, e 
quindi x % y dello stesso segno; il che prova che i due rami deU'i- 
parhole cadono in due angoli opposti al vertice degli asintoti. 

Si noti la relazione 



che segue dal § 12. 

Si è supposto -4=,= 0. Se A = 0, l'equazione f(a:^yl) = r 
due rette iperboliche; fi è il loro angolo; le due rette sono perpen- 
dicolari qnando 7^0; l'eqitazioue ridotta della coppia di vette è 
xy = 0. 

Conica riferita a un diametro e aA uua tangente coniugati. 

so. Ora esporremo una riduzione di f(icì/l)=0, che vale anche 
per la parabola, anzi è la più semplice e ia più usitata riduzione 
dell'equazione di una parabola. 

Prendasi per asse delle X un diametro qualunque e per asse delle Y 
la tangente in un suo estremo. Allora ponendo X==0, l'equazione 
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f(93y 1) = rt'n X--H ... -t-«':jj = deve dare per Y dae valori nulli, 
onde «'35 = 0, a';, = 0; inoltre il diametro coniugato dell'asse delle 
F, di equazioae n'^,X-+- a\^Y-ha\s^ 0, deve coincidere con l'asse 
delle X, onde a\^^0, n'j3=0; sicché l'equazione f'(a;j/l)^0 diverrà 

II] a\, X^ ~t- «;, Y^ -+- 2«',3 X = . 

Questa conviene all'ellisse reale ed alJ'iperbole, se a\, a\^ non sono 
niiUi; e precisameli te, all'ellisse se hanno lo stesso segno, all'iperbole 
se contrario. 

Nel caso della paratola, dovendo inoltre la f'(xy 1) = per Y - 
dare un valore di X inflnitOj sarà anche n',, =0; e però l'equa.zione 
si ridurrà a 

i;2J tt'sj r^ 4- 2r<'„ A' = 0. 

Occupiamoci prima della [1] (*). Possia.mo determinare «',, o'^j n\^ 
mercè gl'invarianti, quando sia dato l'angolo il dei nuovi assi coordioati. 
Infatti abbiamo le tre equazioni 



Le due prime conducono agli stessi valori di n\, ci\^ trovati nel < 
<\\ due diametri coningati ;§ 6). Indi la 3» fornirà 



[4] 



|/- 



Sili doppi segni preposti ai radicali contenuti nei valori di (i\^ n\^ 
è da notare che nell'ellisse e nell'iperbole vi sono due coppie di dia- 
metri coniugati inclinati fra loro, e quindi anche alle tangenti loro 
coniugate, sotto l'angolo 0; secondocbè si sceglie nu diametro del- 
l'una o dell'altra coppia come asse delle X bisognerà adottare i segni 
superiori o g-l'inferiori (**). 

Quanto poi al doppio segno nell'espressione [4] di a',3 , esso dipende 
dai fissare come senso positivo dell'asse delle X quello dall'origine 



pb itllllq A 11 ftall tlq 

d 1 gat 

{ ) ^ U 11 p t hi 11 Ri 1 1 it 
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verso l'interno o verso l'esterno (.Iella conica, e sarà qniiidi lacile sat- 
gliere nei singoli casi, 

Da quanto precede si rileva che l'equazione [1] può scriversi cosi : 

[5] Y'' = -2pX^qX-^, 

posto 

Noi ciiso dcH'ellisse, dalle [11] del § 7 si trae subito 

[(3J '; -- J-, ^ 

e poi anche 

^ /._. sentì ì/j-r-À . (__ _^\ _ _^ ^^ 1:^' ,, il 
\~^ senw '" I ' \ A._„l\'l ""seiiw A ' ' 

onde, eliminando senQ mediante la [:i5] del g VA e scegliendo il segno^ 
risulta 

[7J '' = ^; ■ 

Con questo ia [5] diviene 
[8] Y<^,'ilx^'^X', 

nel caso dell'ellisse. L'asse delie X positivo è diretto verso i'inlcruo,, 
perchè J'=0 d?i X^ìa^. 
Similmente sì ha per l'iperbole 

m <i --=■ ^-p v - ^ ; 

flOI Y =^ -2 -- X -h ~^^ X' , 

se l'asse delle A' è diretto verso l'interno. 

Il coefficiente 2p nell'equazione [5] vien chiamato parametro corri- 
spondente a (xuel diametro che si è scelto come asse delle X, 
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L'equazione dell'ellisse o dell'iperbole, riferita a un asse ed alla tan- 
gente in un vertice, sarà duuque 



e il coefficiente 2 — si cliiaiua parnmetìv 'principale o lato retto. 

31. Resta a trattare il caso della parabola, l'equazione della quale 
abbiam ridotta alla forma [2]. Dovremo porre nelle [3] «'33=0 e A^^=0\ 
allora la V delle [3] Ah 



la 2" si riduce ad iiu'ideiitità,, e la 'ò^ <\k 

[13] „„__i|/-± , 

Quindi l'equazione della parabola, rilerlta a un diametro e alla tan- 
gente coniugata, è 

i;!4] r = 2;j.Y, 

ove sì è posto 

o.' 8eu^r,i I / T 

l'asse delie X positivo andando verso l'interno della curva. 

Abbiamo già esaminato il luogo rappresentato da questa eqttazione 
(XII, 7), e trovato che esso si compone di un solo ramo doppiamente 
influito. 

In particolare, l'equazione della jjarabola riferita al proprio asse è 

[16] ì/=2Px , 

dove 

[17] P=-sen'ù)j/— ^ . 

Anche nella parabola 2p dicesi parametm con-ispo udente al diametro 
scelto come asse delle X, e iP parametro principale lato retto. 
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p sea^fi = /•■ = costante. 

In coEseg'uenza ; i paranieti-t dilla parabola sono inversamante pro- 
porzioìiaH ai seni qiuidrati degli angoli dei diametri cui corrlspondoìio 
con le direzioni coniugate di questi. Inoìtre: il mìnimo parametro è il 
principale. 

Messa l'equazione della parabola sotto la forma ridotta 

y'- ~ ìpx ^ 0, 

il discriminante o —pi"-, l'equazioue delia ptirabola come inviluppo h 

j;t' — 2(6 = 0, 

l'equazioiitì della polare del (o tangente nel) punto (3/ y) è 

yy—pix'^x)^Q; 

l'equazione della tangente (unica al iìnito) iielia direzione 'in, : n b 

nx — ray -\~ — == 0. 

Risulta dalle [8], [10], [l-l] che nell'ellisse F- ò minore di 2pX^ 
nella iperbole maggiore, nella parabola eguale. Questa proprietà fu in 
sostanza quella che suggerì 1 nomi di ellisse, iperbole, parabola (Pappo 
Collectiones mathematicae, lib. VII). 

Equazione polare della conica. 

32, Se r è una retta per l'origine e si pone 

senxr senvr 

senxy senyx ' 

le coordinate x y dì un punto P di r sono espresse da x=ì>ip y^'ip, 
ove p = OP. 

Se si vaole che il punto P appartenga alla conica f{xyl) = 0, 
deve esser soddisfatta la equazione 



[1] f (mp, np, 1) = (anm-+2fli2Hun-Wjjn^)p=-i-2{fl,:,Jii- 
Questa può dirsi equazione polare della conica. 
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33. Dedurremo da essa un notevole teorema di Apollonio, che 
Newton estese a curve di ordine qi\alsiasi (Eiiutnei-atio ete., II}. 
Siìino Pi p., le due radici dell'equazione polare [1|; sarà 



Siano poi p,' p/ le radici dell'analoga equazione relativa ad un'allFfi 
■ella r' per di direzione m : ii' \ sarà similmente 



Quindi scgvie 



- 20ij n 



Di qti! si scorge che, social l'origine si tirano due trasversali v V 
alla conica, il prodotto dei due segmenti p, = OP, p^ = OP^, che la co- 
nica fa sulla prima, sta al prodotto dei due segmenti p\= OP'^ p'j=0P'3 , 
che la conica fa sulla seconda, in un certo rapporto, che dipende solo 
dai coefficienti dei termini a 2" grado della equazione della conica e 
dall'inclinazione delle due rette sugli assi delle coordinate, vale a 
dire dipende da quantità che non si alterano quando si sposta l'origine 
senza cangiare la direzione delle due rette e degli assi. Onde il teorema : 

Se da tm punto mobile si tifano alla conica diie rette in direzioni 
anfegnatit, i prodotti delle copine di segmenti che la cornea segna mi 
queste rette sono in rapporto costante. 

Da un altro punto o si tirino le parallele Oj>iP^ e op'iji'j alle due 
rette precedenti; per il teorema ora enunciato sarà 

OP,. OP, : OP'j. OF^ = op,.Op, : opV op',, 

e jiermutando, 

OP,.OP, OP',.OP., 

- = — -, -^ =-- costante; 

OPi-Ofa Opi-OP; 

ovvero: se due rette rotano intorno a due punti fissi serbandosi paral- 
lele fra lom, i prodotti dei segmenti che la conica segna sulle due rette 
serbano tm rappoHo costante. 

■3 1 , Ecco alcuni corollari di queste proprietfi : 

Se è il centro, si ha op,= — opi, tìPi-0p2= — op,^; laonde: il 
pì-odotto dei segmenti di una secante die roti intorno ad un punto fisso 
è proporzionale al quadi-ato del semidiametro parallelo ad essa. 
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Ne segue che nel cìrcolo il prodotto dei segmenti è eostante su ogni 
trasversale condotta per un punto fisso : teorema notissimo. 

Le dite tangenti OT OT condotta da im punto a una conica soim 
propoì'^ionali ai semidiametri op 0J>' ad esse paralleli. Poiché si lia 
OT . OT : oP^ = OT'.OT' : oP'S onde OT : oP = OT' : vV. 

I quadrati di plii corde parallele di una conica sono proporsionali 
ai prodotti dei segmenti che esse determinano sul diametro coniugato 
comune. 

Infatti, sia AA' un diametro, e PP' una corda bisecata da AA' in Q. 
Allora QP' ^= — QP, e il teorema geuei"ale darà 

QP. QP' QP' 

— - = costante, onde t— — — -— = costaute. 

QA. QA QA. QA 

Siano 11 due punti di una retta parallela ad un asintoto dell'i- 
perbole, ovvero di un diametro della parabola, cioè di una retta clie 
sechi la curva in un pnuto A al finito e in un punto all'infinito : 
allora 

OP,. OPj __ 0A.Oa) _ DA a. _ OA ^ 
opi.Oj>5 oA. «oj oA ' ») co oA ' 

vale a dire che i prodotti dei segmenti, die una retta parallela ad 
un asintoto nell'iperbole, ovvero un diametro iiella parabola-, taglia 
sopra corde parallele, sono proporsionali ai semplici segmenti che queste 
corde staccano da quella retta. 

2f>. L'equazione polare dell'ellisse o dell'iperbole diviene più sem- 
plice quando si prende per polo il centro e per asse polare un dia- 
metro principale. Allora basta uella equazione ^ rh r^ — 1 = porre 
X = pcos'; t/ = pseaf, e si ha per equazione polare 

± fi' C0S-9 -+- a- seìi'<f 
Questa si trasforma in 

P =- 



(rt' _; b^) co3'9 f(' — c^ cos^9 
ponendo (§ 16) \ fl' + 6^ = c; e se si pone anche - ^ e, diviene 
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Questa equazione rende e^'ldeate che nell'ulliase, se a ^ b, mentre 
im semiàkimetm rota inferno al centro p&r un retto, la sua lunghezza 
decresce da a a b; e continuando a rotare per un retto, ripassa pe' me- 
desimi valori in ordine invergo. XeW iperbole invece cresce rf« « n -i- a> 
(s![ un asintoto), pei- poi divenire imaginario puro. 

In IpoUonio ai tio\Biiu In tlenoiimn/ium cilisat, ijieihoìe jwiiu'iid' hit tia- 
auitii (Baie traaieiao), Iato tetto, diametio. cliametio coniugato, jpeiltì t'jud dna, 
1< pili ccisjiicue piopnctì. (lei duiiiietii cmmigati (e ui partmilin hiilIIl doi 
§§ 1^ e 14) «li lenititi (tomi di Immilli .lei iniall. l.igraiumi coatnuti mi hu li- 
(liiimctii LODiiigati) 

Ikaingiica intioduìse ili <lui( imin/i m. ji iiiiiiuli > t iimrlpio ff}i tli mmli di iii- 
fuuto ti'<i,tti) gli aìiutoti ciiDie taugLuti 

Diìahiìi' Cii^/'Oiits OHiCnf, 16b5) ositnù che ^'li xsiiitflti aoDn iii aiiKii i iim 
Ine limi tu l iiuiigati 

Ir itchl lutioiliia e la iio^iimo di punti ciplii-i (Riji pi <)4) 

Li iela7iijiie a* ' n^ =^ -^y ' li e le al (il tUl § 15, lelatue ^Kll Citi u i di due 
diamctii (.omiigtti, aoim di Cìitiaìe't (ipmii liisltn igw) 

I! teoiiiDi su due duiiietii pai pi ndi colali (§ 17) l di l'iurlfi [Liiticicl.C' 

I...,™, Il) 

III questi oscreizl uiiraoriei le coordinate si siipin>ugumi i' li ite si imi', ed iincho 
ortogonali, o^e non si» avvertito il coutniiio. 

E-miciKlo 1. Discutere il luogo rappreaentato dalla eipiazioue 

jj^- + ir^ + /- — 5x — 2s — la = 0. 
Il luogo è un'ellisse i-wilu. 



('-9'-=(-Ì)' 



2,-2(1-^1/2 )s-lr-0. 
hv iiiiighexze dei aemiaiai aou date da 

ay =-j (3 -4- 3 K3 ) b/ = ^ (3 — 3 |/3) ; 
e l' e (iliaci Oli e dell'ellisse riferita ai suoi aasi fe — ; + *^ — 1 =: 



y Google 



282 Gap. XIV - § '25 

E.f, 3, 3j:'- + iJ^y + i/- — 3j: — 2(; + 21 = 0. 

Si hil Jjj= — 1, J,j = — y, -i,,= 0, J = — -^-,7=1. 

Ipufbolt! Ui cenno (— , OÌ . L'etiiiiUiuin? toni plessi va ilegli asintoti ò 

Zj:'- + U,„ + y'- — 3x — 2!l + ^ = (l o ^f-" — "2-) "^ ' (•' " ^ ) ^ + i''=' *' 

e Io e4"a«i'"'i separate ì!o.ki 

ijj; -^ 2y — 3 ^ 3jì + 3i; — 1 -- . 

L'eqìia/.ioJii? rifovita agli assi ò 



ù,l agli a.sii.l<,ti 

Ea. 3. i^' + 4x.y -+- y- — ójr, — -^n ~ in ^ li . 

1 1 185 

Pai'abula di iissu lOi + 5(/ — fi = o di veiCca (— 10'9i5, 33' 1:3), 

I.'wij^naiJ^ioutì rifovita all'aasu e al vertice ì^ S "=.-,- ^5 - 

l-;s. i, oji- + 4j;j/ +j' — 2j; 4- 5^0 . 

Siili! -(,.,= 1, -113 = 1' -Jji= '^ ' -' = ^' ^=li' 

Un'ellissi: iiuaginai'ia (li centro (1, — 23 1: ili assi r- — {l±: l/a) ;/ = 3 ■— 3 i'3 . 
L'eiiiiazioiio rifiirita agli aaai ìì 



4 (3 + 2 l/V) 4 (3 — 2 1/2 ) 

Ks. g. IJji- — Jjitì -H lls- = 60. 

L'origiue b contro; e poiché -ij., = 150 , J=- ((^jJ.j3 = — tìOOO , /= 25 , la e 
niea È tm'olliBSe reale. 

Gli assi sono a; + 2i(^0, 3j; — ^ = 0; l'e.iu^/.iouo riferita Tgli assi b 



y Google 



Gap. XIV - 



1.U'- + Sìjis - 



Un' ijierbole riferita al oeiiti'o. Sopprimendo il teraiiue noti» si lia 1' eq^uazioii 
tlegli iisiiitoti, onde le loro eq^nazioui sepiirate lljc + 2 (31 + 13 i/3 ) j; = 0. 
Le Bnaaaioni degli assi sono 2j: — Sy = , 3j; + 3j( = . 



Una paiabolii. Poiolife -J]j ^= — li -Jii ^= Ij .-i = — 1, -'n = — 7, .1^, = — 8, 
1= 2, 1' asse b 2j> + 2y + 1^0 a il vertice (3'725 , — 3'87.j). E 1' o^ti aziono 

l/3 
riferita ali asso e iti vertice 6 y^^^ — x. 

Le rette x + y = 0, 2jì — 7 = sono mi diiim^tiii .i in tnii;^ijijte noi suo lsUi^hio. 

Ea. 8. r.y + 2x. — jy = . 

Iperbole eiiiiilatera, passante i>cr l'origini', di c<!iitrii (5,-2), di asintoti 
paralleli agli assi coordinati, di iiasi r,-hy^3, x — j/ = 7. 
L'eiiuazione ritenta agli assi ù a-^i/-^20, ed agli aliatoti ary = 10. 

Es, i). 10/^ + Gjfi/ + 5;;^ = 10 , posto ai= are cos-^- . 

Si hii _1,3 = 11, J = — 110, I = ''l . 

Elliiise reale riferita al centro. Gli assi ne sono j; = 0, 3j: — 5y ^ 0; e l'inpia- 
a.one riferita agli as.s. e - + ^3- = 1 ■ 

E». 10. j^ — Sj^ + 1/- + 1 ^ 0, poitu co == HO". 

Iperbole riierita al centro, di asintoti 2x — {i±2 s''^) J == e di assi x'^y^O. 

L'efjuaaione ri&rita agli assi è — — òi/^ = 1 , ed agli asintoti xy^~^. 

x^ 2^1/ ìi^ 2x 3tf 

Es, II. -3- — ~ + 7; — — — -^- + 1 == , oon ej r|iiiliuuqiie. 

Parabola. Per j/ = 0, t — — 1 J =0, ipiindi touua l'asse s a diitan^a a 
dall'origine. Del pari tocca l'asse y a distanza b. 
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I (rt= -h Z>i + 2fficnaa,)- ' (rt= + 6- + 2oftco3a>)! 



Es 


12 


Es 


13 


E3 


11 


E3 


15 


Es 


IG 


Bj 


17 


Ks 


18 


Es. 


19. 


Es. 


20. 


Es. 


21 


Es. 


32. 


Es. 


23. 



(fi- + È- + 2ab eosoj) ' 

2);- — 3j;ì/ + 3i;- + a: — 7j/ -f- 1 = 0. 

3ji' — 4jìj/ + 2j- -(- Tj! — 5^ — 3 = 0. 

4j;^ — ] 2/s -f- 9jf- — SSj; -h 100 = 0. 

Pa- + 3ij;,i/ + 16j)"' + 323; -f- 46^ + 9 = 0. 

2j;- — óxy ■+- Sy- = ]. 

3a)- — 51^ + 5j/ = ] . 

(:, + j_5f + (2x-3j/-I)^ = 3. 

(3j — 3j/ -l- 1)* + (l:c -I- j, — 3)^ = 0. 

(Sx~29 — 5) (2j; + 3tf-Hl) = 2. 

(5j/ — 2a;)' = 3j: — ((. 



S = /"* — 3j: + 4. 
Le ooordinate ilei vertici di una ellisse o iperbole riferita al centro 
si ricavano dilli' e (inazione della ceiiica o (la quella dei snoi aasi comliiaate con la 

dalle quali si ottieuo lliiearmeiite 



'«il - ^- , 



dolle due coppie di diametri e 
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Gap. XIV - § 25 



^LiaiKld i;i tdiiicii. ò ritcì-ita a (Ine diajjmtri iiualuiKjiie, (questa o([iiiiziuiie di\- 

) l'equaaioiiu dei (Uilmetli coniugati eguali ù 

I («1,0;^ 4- Sn,^j-9 + o^^y^) — 3-Jj^ (j:- + 2nj coso) + f) = 0. 

Ls %> Gli e=Ui.mi eli mt «.^meatr di d,iU ^lìiidey/a sntiii j 1 i_o 
ietto fl9ap di un jiimo i liiiglii le-iciitti dii siiigtli piiuti dti spentili r 

ts 2f ^s} 1 11 iIli-l"!4Mmiuj 1 uiltu 111 uua i^onicT i eeutii) In i i di 
uili 1 1 iioi\) el In l liti pìiilleli a due diinietn <, iiui^ 



i 1 og u L 1]^ a tU di iiULtii umiiiignti uomo nieilnm coiiiip ud i hi t 

pii ili lugniiiiiii jseiitt! ed im silo tireosi-ntto Ad ogni C(ipi,i d (imi icti 
coniugati io: i dii^ouili oimpoiile un a li i aialltlogiai uin limiti o ii iuiit 

1 ij 1 paiillcloginn mi iseiitti ii lii mimiti lettlii^ili (.tiic Jitniiu i 1. ti Jii 
lulMi agli isbil fia I cirLjSLntti aiiuli ulimti |tii cui ui solo ha il tiia 
rall li agli iss>i ìit gli isciirti %i lia pine mimiti nml i (di fui no ì | 
liajjonili gli assi) e tra i tiiooscritti mlloiti 

Ls 27 I duo diametri coniugati eguali dtll ellisse s no ic d „ 1 1 I 
tnngolo cu.co'ienttn Iie ha gh ib&i pei mediane 

i.>i 2S Liiog) le Mitici dPi laiallelogiamn i iiicos iitti i cui 1 ti s m 
piialleli 1 due dnmetli coaiu^ti 

ts 21 He per „h Lsticmi di lue diametii coniugati di un Lonu \ iti i 
ietti, paiallcle es u stcaiio aupLii la luiiicii m punti istiemi di li li i li 
e «ungati 

ts. SO. fte -^ :+; -^ — 1^0 e 1 equazione di una clli3s>e o ipuliolu iikul. 

ai prcipi'l assi, la distania fta il centro e la tangente nel punto V[x' g')b -j~ i 
V angolo ita il diametro passante pei- (x y') e U ditiineti'o coniugato lia ^le 
seno ~ , ove a^ è il semidiametro clie tenuina al punto (j:' , y) o ì\ ii semi 
diametro coniugato. Quindi è costante 1' area del paiallelogiamuia l'IiH hii ]"■ 
due lati duo acmidiameti'i coniugati. 
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Es. 31. Nelle stesse ipotesi, lii iioi'miile nel piuitn P' dlviile l'ascissa del punto 
P' nel rji|iporto eostiiute -^ —, ; o, (lotti K N' i limiti ovo seca gli assi, kì lia 

ps_'i, P's-fi, ps.py_v. 

Itioltii, i co'itniiti. (=('o ir") il inodottn di P\ c> P& pei la ilrstnu/i tit il 
iLiitin i in taugeutf m P (( ìiiiilii Ap limi ) * lo stesso ilicusi se P h mi 
punto qinliiiiqiie del pinnr , sostitneiidn iiUh tiiigmt* etì ilK noiiTnk la polare 
di P e la perpendicolare condottale da P 

Es 32 Due lette i niiabili, perptjudicolnii fia loio in lui punto isw di inii 
rniiR I, senno i^npsti ju due altii imiiti, la iPttx dm quali passa ptr mi puuto 
ìis-,o dtlli iiomnle in quel pimto (ringKi) 

] a 33 L'tlliSse l in omologia affine tol eiioolo despritto ^opri nn suo isso 
( oiiiL diam tio ri5pi,tto a quLSt asjt e. al punti all'iuflnito dell altio asse 

^Mluppiie li ( Olisi l^ncu/L ili qiicli 1 1 i d i,i i ( liLÌiiineiIe, Con il '■pli \] 

In pniticolniP, i dm diuni* < u i, n di ti 111-,-, (oinspond'mo due dianictii 
oitojoiiili del rircolo 

Is ^1 '-L ■'-+ ", 1=0 , Uqui/iouL dill elUsso iifentT igU is,i, 

1 pi ungili) dj ■v < ol lettor? di! punto omologo di (j"I() si possono espinmip 
ri « lii hii 7ionp ddln i m iluli p (iiiioniaì a etti-uìiicti di Jìajiloc) mediai t> le 
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lA. 
periioiitlicolnri h espressa da ■ — ■ — — '■ 



Es. 40. I: eoBtaiito il prodotto ilei s*}>;jnonti elle unii tangente mollilo (o una 
eoppia di diametri coniugati) taglia da dne tangenti parallele Jlsse (Jpoìloìùo, III). 
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Cap. XIV ■ § 25 287 

s 41 J i r Lt il LI ktf (1 1 se^meiti clie di liDg i ti i 11 1 lo 

iiiLtii e ningiti) Taiiaiiih taglino da, -mia tangeiitL li& a 

1-1 J2 Diti 111 limgheiza e pobizioiiP due di netii coi ingiti O \. 01 i 

otteneip gli is^ lu gtindez^a p i osìzioiip 

'leso SII 04 il imito C t le rlie Oì OC = OB e descrtto il circolc j i 

1 C e (<1 cviitio snlla j aiallelT ad OB pel ^ e«3o aern questa paiallela 
1 IP im lt degl a^9 L Imiglie^ze degli a*" i ^i ott-oiigou dalle relazioni 



n + ft = |/0A* + OB^ + 20A . OB 3enA0B , 
n _ i = |/0A^ + OB^ — 20A . OB senAOB , 

1 Ci I itcciil inculili r igjuo i 1. Il coatinzioue geimetrica 

Es -il 0„iii )^nUPl gnmnn (ho abb si due Toltici oprati ili ipcil le i i 
liti imi ilkli i il ìsintot In im dnR<nile diletti al centro 

Ls il le lette elle ini! ceno diip jiniiti fissi dell'iperl ole t un ).nut( i 1 1 
(ile di easn determinano su ni asintoto un segmento costante (Bumiolioi) 

ls ìd It l'nrti di un d imctio di parabola clie e eou^ie^ia tin le toni al 
tsw tcnuigatc poiiditte ] r di [unti (juilnii([ ic e c/nilc alh ) iti u)! -i i 
li 11 polflii dei due piuiti 

la 16 >clH pini iii li tli „ i tp e In noimak i i i I 

m tiiangolt le prjje? ni dpi di pumi liti sul tei? 1 t 1 1 

T rtice fJju»)) 1) 1 liti! eiTita itemputp palile ni s n | ni 

Lì 4'" I ni g Ili jiu lt il li dcE cordo tintp id uin cjii pt li 1 't 

dato (^<M(ol Fi icij I) 

Fs 48 I! piod ttr ^pi rxpii iti stc ulo cu i auecessni liti 1 i ! 

=oii) dmai da min e nicT e 1 umti {tir not Geom iti ]ioi iwn 23 | 

la i9 Dil ^ 24 dedune 1 Binazione dalla conici riEuiti i m t\ u ti 
id uni tan^LUti coniugata o a diip dnmPtii e ninglti 

Ei )0 "-e IBtD L un (iim dilla tei j semi lice circosci ito 1 i i i 
ij 5 3 s' I 1 apnndinnietii piiiUeli ai hiioi liti bi 1 v 

AB CD _ JiC_ DA 

■X '^' y ~ li ^ l ' 

] , 1 11 \aloii di f(j i/ Il diffLiiico per il fattore ~--A:A,.j dal iii|i]ioi-tr) 
dil ijuidiLtii d] un siguiputri tangente alla eonicn usi^ento dal pnnto {xy) al 
iiuadiito del semiduvmetin pai.iUelo. 

V-i ")2 ^clla parabola, Ut y 1) differisce per il fattore —\/ — d : I dal rap- 
ii irto che il se tjiiLento di diauietro fra il punto {xy) e la curva ha al parametro 
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CAPITOr.O XV. 

Proprietà focali delle coniclie. 



Fuochi (! direttrici deirelllsso e dell'iperbole. 

3 noto (XII, 26} che per ogni punto del piano d'una conicii 
) intìnite coppie di rette coniugate rispetto alla conica, le qoali 
formano un'involuzione; e che quindi una, in generale, di queste coppie 
è composta di rette coniugate e perpendicolari, che diconsl principali. E 
anciie noto (III, 18) che, se per un punto passasse più di una coppia 
di rette principali, tali sarebbero tutte le coppie pacami per quel puuto. 
E noi ora vogliamo appunto cercare se vi sono punti tali, che tutte le 
coppie di rette coniugate passanti per essi siano composte di vette 
pei'peudicolari. 

È chiaro innanzi tutto che il diametro che passa per un cotal 
punto è coniugato cou la direzione pei'pendicolai'e ad ^so, e quindi 
non può essere che un asse ; cosicché siamo ridotti a cercare se vi sono 
punti sugli assi della conica, per eiii passi un'altra coppia di rette 
principali oltre l'asse e la sua perpendicolare. 

'■2. Sia centralo la conica, e si riferisca ai pi'oprì assi assumendo 

anzi pur l'ellisse supponendo «>&. 

La polare p' di un punto arbitrario P', e la perpendicolare ii' con- 
dottale da! punto P*, formano una qualun<iue delle coppie dì rette prin- 
cipali pel loro punto comune M, Ora la polare di 1^(3^' y'} ha l'equazione 

»1?±$_1_0, 
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Gap. 15 - § 2 
I la perpendicolare n' l'equazione 



Le ascisse dei punti ove p' ii' secano l'asse x si ottengono ponendo 

y =^0 nello loro equazioni, o quindi sono -7-, —^ (a^ =j= Zi') ; il loro 

prodotto è «*q=&'^, che è costante e positivo al variare delle rette; 
sicché (II, 20) i due punti sono coniugati iniin'involuzione, e i punti 
doppi di questa sono due punti reali F F', che hanno le ascisse 

e , —e, posto e = (-■ «' ~ /? > . 




Del pari, sull'asse y ai ha un'altra involuzione, i cui punti doppi 
sono complessi-coniugati e di ascisse ci, —ci. 

È chiaro che i due punti reali F F" e i due imagiuarì cosi trovati 
hanno per proprietà caratteristica, che tutte le coppie di rette coniu- 
gate passanti per essi sono di rette perpendicolari. Dunque : 

Nel piano di un'ellisse od iperbole esistono due punti reali e due 
coinplessirGoniugati, aventila proprietà caraiterlsUca, che due qualunque 
rette coniugate passanti per essi siano perpendicolari. I pHmi due si 
trovano sull'asse contenente il massimo diametro nell'ellisse, sull'aese 
trasverso nell'iperbole, alle distanze -+-c e —e dal centro, e sono interni 
alla conica. Gli altri due si trovano sull'altro asse, alle distanze -hci 
e —ci dal centro. 

Tali punti ai dicono i fuochi della conica. 

Se laconica è un cii'colo, è c=0, e i fuochi cadono tutti nel centro. 
Se !a conica degenera in due rette, non vi son fuochi (eccetto il caso 
che le due rette passino pei due |junti ciclici, che allora il punto co- 
mune è fuoco}. 

Inoltre; due fuochi su uno stesso asse sono i punti doppi dell'involuzione 
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290 



Gap. XV - § 2, 3, 4 



segnata sull'asse medesimo dalle infinite coppie di rette principali ; tra 
le quali coppie figwt-ano le tangenti della amica con le relative normali. 

Quindi : le due rette principali passanti per tm pwnto del piano bise- 
cano gli angoli, così delle due rette che uniscono il pimto a due fuochi 
posti su uno stesso asse, come delle due tangenti condotte dal punto alla 
conica (PoKCBLET, Pi-op. proj., 478). 

In particolare : la tangente e la normale in un punto P della conica 
hisecaìio gli angoli dette rette che uniscono il punto P a due fuochi 
posti su ttno stesso asse. 

Neirellisse la tangente' biseca l'angolo esterno delle due rette PF 
PF', -e la normale l'interno : nell'iperbole avviene il contrario. 

Se in un fuoco F dell'ellisse si pone una fiamma, e ai suppone la 
curva capace dì riflettere ì raggi luminosi emananti da F, avverrà 
cbe il raggio FP si rifietterà facendo l'angolo di riflessione eguale a 
quello d'incidenza; e quindi, per l'ultimo teorema, si rifletterà secondo 
PF'. Adunque nell'altro fuoco P' convergeranno tutti ì raggi emananti 
da F ; sicché si avrà in F' una imagine della fiamma posta in F. 
Questa proprietà ha suggerito di attribuire ai punti F e F* il nome 
di fuochi. 

Notiamo qui che le proprietà che esporremo relativamente ai fuochi 
reali sussistono, debitamente interpretate, anche quando si applichino 
ai fuochi imaginari ; del che il lettore farà bene ad assicurarsi, 

3. L'asse contenente i due fuochi reali F F' seca la conica in due 
vertici reali V V. Si chiama eccentricità il rapporto 



=|/-^ 



L'eccentricità è minore di 1 nell'ellisse, maggiore di 1 neW iperbole; 
è nulla nel circolo, vale \'2 nell'iperbole equilatera. 



•1. Lq polari dei faochi si chiamano dirett/rici. Le loro equazion. 



L'ellisse e l'iperbole hanno 
due direttrici reali, perpen- 'a. 
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Gap. XV - § 4, 



dicolari all'asse che contiene i fuochi ì-eali, alle distanze — , 

' ' e ' e 

dal centro, esterìie alla amica ; più due 
direttnci complesse-coniuc/aie, perpendi- 
colairi all'altro asse, 

Inoltre: due rette pevp&ndicolari pas- 
santi per v/n fuoco e la direttrice cor- 
ì'ispondente a questo formano un trì- 
angolo aihtoconiugato. 




. Per x=±c reqi.iazione della conica porge )/'= 



'U-^-^. 



onde 1/ = i: — ; ora 2 — è il parametro principale (XIV, 20); dunque: 

il parametro principale (o lato retto) dell'ellisse o iperbole é eguale 
alia corda condotta per un fuoco reale perpendicolarmente all'asse conte- 
nente il ftioco medesimo. 




Fuoco e direttrice della parabola. 

considerare Ja parabola. Riferiamola rll 
tangente nel vertice, asanmendo 



Sarà 



f(xyi)^y'- 



-2Px 



ìfu — P (a:' -H x) = 
l'equazione della polare di {x' y') , e 



l'equazione della perpendicolare ad essa per {x' y') ; lo ascisse dei punti 

d'intersezione di queste due rette con l'asse saranno — a/, xf~\~P, !a 

cui somma è eguale a P; e però i due punti saranno coniugati in 

un'involuzione, i cui punti doppi saranno dati da — x'=i:d'\-P , onde 

P P 

— a/=— ; vale a dire che vi sarà un punto doppio F a distanza — 

dal vertice V, e l'altro punto doppio sarà il punto all'infinito dell'asse. 
Dunque : la parabola ha ti/n fuoco reale, posto sull'asse, int&rno alla 
curva, distante dal vertice della qiiai-ta parte del parametro principale, 
e un altro fuoco reale all'infinito sull'asse. Essi sono i punti dojìpi 
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292 Cap. XV - § 6, 7, 8 

dell'involuzione sanata sull'asse dalle coppie di rette pì-incipali. Gia- 
tcttna di queste coppie di rette biseca gli angoli, così delle rette che 
vanno dal loro punto corrnvae ai due fuochi^ come delle tangenti con- 
dotte da quel punto alla parabola ; e in particolare, la tangente e la 
'normale in tvn 'pmtia della parabola bisecano gli angoli delle rette che 
v/niscono il punto ai due fuochi (la seconda è un diametro). 
P 
La polare di F ha l'equazione te ■+- — ^ ; Bieche : la parabola ha 

una direttrice d al finito, esterna alla parabola, e peì-pendicolare all'asse 

P 
nel punto D tale ch^ DV ^ VF = -— . 

Due rette perpendicolari passanti pel fuoco e la direttnce fm-mano 
un triangolo autoconiugato. 
L'eccentricità della paràbola è 1. 

P 
Per x = ~^ l'equazione della parabola por{>:e y'^-=l^, ondo !/=itP; 

dunque: il parametro principale della parabola è eguale alla corda con- 
dotta pel fuoco perpendicolarmente all'asse. 

T, La parahola può considerarsi come limite di un'ellisse o iperbole, 
di cui un vertice e un fuoco rimangano fissi, mentre il centro va aìr- 
V infinito. 

In vero, l'equazione di un'ellisse o iperbole può ridursi alla forma 
(XIV, 20) 

^' b^ , 

ora rimangano fermi il vertice origine e il fuoco prossimo, e quindi 

b^ 
costante — , che chiamiamo P; ma il centro [a, 0) vada all'infinito, 

b^ F 
e quindi — -^ == — tenda a zero ; l'equazione diverrà 

</' = 2Px . 



Vettori focali. 

8. Vettori focali di un punto si dicono i vettori che 
ciascun fuoco a quel punto. 
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Gap. XV - § 8, 9 293 

Sia P {x y) Ila punto dell'ellisse o iperbole : si ha 

FP'-(j!-cj' + !,'-(«-<!)'±6'(l~5)- 

I 1 =i^ — j ce* — 2cx H- c^ zh ?)' = e^x" — 'Àaex ■+- a^ = [a — exf , 

€d analogamente 

VY- = (« -t- exf. 

Quindi nell'ellisse si lia per FP e P'P, presi positivamente, 

FP = rt — ex, FT = o w- ex\ 
d'onde 

FP -H F'P = 2a. 
E nell'iperbole si lia 

FP = =F (« — ex), PT = riz (f( -H ex), {d= segno di a;); 
d'onde 

FP — FP = =F 2«. 

Dunque: per ipimti dell' ellisse ki somìna dei due vettori focali è co- 
stante, ed eguale all'asse inaggiore; per i punti dell'iperbole la diffe- 
renza dèi dxie vettori focali 'è costante, ed eguale all'asse trasverso. 

Viceversa: iiel piano, il luogo di un punto, le cui dista/use da due 
pwnti fissi diano una sonmia o differeiiza costante, è y/n'eUisse od 
un' iperbole, avente per fuochi i due punti fissi. È facile infatti ve- 
dere che, scelta per asse delle x la retta dei due punti fissi, per ori- 
gine il loro punto medio e per asse delle y la perpendicolare all'asse 
delle X, e dette e, — e le ascisse dei due punti fissi, 'Za la somma o dif- 
ferenza costante data, la conica di equazione —^ H — ^ ^ ^ 1 = ò 

il luogo richiesto. 

S>. Osservando che 

FP . FP = ± («^ — eV) , 

e che il 2" membro è il quadrato del semidiametro coniugato di OP 
(XIV, 16), abbiamo che il prodotto dei due vettori focali di un punto 
dell'ellisse o iperbole è eguale al quadrato del semidiametro coniugato 
di quello che termina al punto. 
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2U Gap. XV - § 10 

IO. La distanza Pd ò espressa, in valore assoluto, da 

e quindi sarà, in valore assoliito, 

FP : Pd '■= e ; 
e del pari 

F'P : Pd' = e. 

Dunque : il rapporto delle distame di un punto dell'ellisse o iperbole 
da un fuoco e dalla relativa direttHce è contante, ed eguale alla eccen- 
tricità. 

Viceversa ; nel pta/tio, il luogo di un pti/nto, le cui distanze da un 
punto fisso e da Uìui retta fissa diano un rapporto costante (=i= 1), è 
v/n'ellisse o un'iperbole, avente per un fiKtco il punto fisso e per rela- 
tiva direttrice la retta fissa. Poiché, presa per asse delle x la perpen- 
dicolare dal punto dato alla retta data, per origine H punto medio 
fra i due punti dell'asse delle x che appartengono al luogo, per asse 
della y la perpendicolare all'asse delle x, e detto e il rapporto dato, ae 
l'ascissa del punto dato, è facile scorgere che l'equazione del luogo 
sarà 



^lA 



X , ossia {l—e^)x^-hy^—il—e^}a^=0; 



la quale, ponendo b^ ^= ziz (1 — e") a^, diviene ~ rt j^— 1=0. 
Por ogni punto P (x y) della parabola si ha 

FP^ =( ^ - - J +y^=5c^-i>c-)-~ + 2Pj? = ( X + - J , 

e positivamente^ 

Si ha pure, positivamente, 

p 

Pd = a:-(-^- ; 

dunque, in valore assoluto, 

FP = Pa FP:Pd = l; 
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Gap. XV - 10, 11, 12 295 

ossia: ìiella ^aniholn ogni plinto è equidistante dal fuoco e dalla- 
direttHce, 

Viceversa : nel piano, il luogo dei punti equidistanti da un punto 
fisso e da una retta fissa è una panéola, avente per fuoco il punto 
fisso e per direttrice la retici fissa. Poiché 1' equazione del luogo può 
sempre ridursi alla forma 



Vi' 



ij'- -- 2F,: 



11. Passando dal prescelto sistema cartesiano dì coordinate ad un 
altro anche ciirtesiano, l'espressione di FP resta razionale e lineare 
nelle coordinate di P, e ciò in tutte le coniche. Viceversa : il luogo di 
un punto P, la cui distanza da un punto Asso sia funzione razionale 
lineare delle coordinate cartesiane x y di esso punto, può sempre 
ridursi alla forma 

y x^ -hy^ =px -+- qy -h »', ossia OP : Pr ~ 1' p^ -+- e/, 

se r è la retta px -i- gj/ + *■ = ; o però il luogo ò una conica avente 
per fuoco e per direttrice r; ed è ellisse, iperbole, parabola, se- 
condo che y p^ -h g^ > <; = 1 . 

Dunque: il luogo di un punto mobile, la cui distaìiza da mi punto 
fisso sia funzione razionale lineare delle coordinate cartesiane del punto 
mobile, è una conica, avente per un fuoco il punto fisso, e pei- relativa 
direttrice la retta rappresentata da queUa ftmsione eguagliata a sero. 

Altro proprietà focali. 

13. Per l'ellisse o iperbole l'equazione di una tangente t di dire- 
zione m ; n è (XIV, 7 e 9) 





nx 


— ■my±i j/ft* n^ ± b^ m^ = 0. 


Ne segue 








■.n±\la^y. 


.■ + !.■».■ „ - e» ± !/»•»■ + (,■». 




tV^ 


-4^m« ifl/rf-i-m' 


e però 






■pt- -p'f "' 


'n'±6^m 


• — c'n' (.■»>±i'rf-((.'TS')»' ^ 
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Dunque: lìelVelUsse o iperbole il prodotto delle distame de-i dna fuochi 
(reali) da itna qualunque tangente è costante, ed eguale al quadrato 
(positivo negativo) del semiasse non trasverso. 

Quindi è chiaro che : nell'ellisse i dtie fuochi (reali) cadono da una 
stessi bandii di ciascuna tangente, nell'iperbole da opposte. 

Inoltre, l'equazione della perpendicolare p o p', condotta per F o ì" 
a t, è 







«i(a; + 


c)-t-n!/ = 0. 




Ory, scritte 


le equazioni 


di t e 


p sotto le fon 


me 


71 


|/^ 


± bhn^, mx 


+ « 


si quadrino 


e sommino: 


verrà 






(«'-i-m^)a;' + (?i' + m' 


■)]/'-< 


1^ n^ -+- (± b^ ^ 


-C-) 






= (i 


i^-i-m^) a^, 




onde 











Dunque : il luogo delle projezioni di ciascun fuoco (ideale) su ima tan- 
gente mobile dell'ellisse ,o iperbole è il circolo descritto suWasse -mag- 
giore o trasverso come diametro. Questo luogo si dice la pedale pò- 
darla di ciascun fuoco. 

Nella parabola l'equazione della tangente t di direzione m : « è 
(XIV, 21) 

„,_„,^^:^- = 0, 

e quella della sua perpendicolare p da F è 

esse, moltiplicate per n, m e sommate, danno 

Dunque : nella parabola la podaria del fuoco è la tangente nel vertice. 
Quindi segue che: nella parabola il luogo dei punti simmetrici del 
fuoco rispetto alle tangenti è la direttrice. 
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13. Nell'ellisse o iperbole, l'equazione di una tangente t di dire- 
zione 11! 1 n b 

nx — niy ^ ±\ o^>i^ i^r hhii°-, 
e quellii di una tangento ad essa perpendicolare è 

ma; -^ ny = ±z }/ a' m* — h^ n^ ; 
le quali, quadrate e sommate, danno 

3j^ -+- 7/* = n^ nz b\ 

Dunque : il luogo dei punti, da cui si possano condurre a i0i'el- 
lUse iperbole due tangenti perpendicolari, è un circolo, concentrico 
alla conica e di raggia \ «* ± fc*. 

Nell'iperbole il circolo riesce imag:inario quando « < ft; e ai riduce 
al centro quando a = fi, ossia quando l'iperbole è equilatera. 

Nella parabola le dae equazioni analoghe 

nx — mg -h- -^ =0, mx-hny-ì-^^ 0, 

moltiplicate per n, m e sommate, dàiiuo 
P 

dunque: la direttrice è il luogo deipuntì, dai quali si possano condurre 
alla parabola due tangenti peipendicolari. 

14. Le tangenti alla conica condotte da un fnoco sono i raggi 
doppi di un'involuzione di rette perpendicolari, e quindi sono due 
rette ellittielie dirette ai due punti ciclici del piano, assimilabili ad 
un circolo di raggio nullo. 

Quindi; le due coppie di fuochi di una conica centrale e la coppia 
dei punti ciclici sono i vertici di un quadrilatero completo (inmginai-io) 
circoscritto alla conica; gli assi e la retta all'infinito ne sono le dia- 
gonali. 

I due fuochi imaginart della parahola sono i punti ciclici. 



y Google 



Gap. XV - § 15 



Coniche confocali. 



1 5. Una conica centi'ale è individuata dai due fuochi (reali) e dalla 
lunghezza dell'asse che li contiene (§ 8). Variando questa lunghezza, 
scorgiamo che vi è un sistema eli co coniche aventi comuni i fuochi 
con uìia data conica centi-ale. Esse diconsi confocali od oìno focali ; e 
sono anche concentriche e coassiali. 

Se 



è l'equazioue della conica data come luogo, l'equazione di una conica 
confocale sarà evidentemente dello stesso tipo, e i denominatori di x^ e »/* 
avranno la stessa differenza «*q=6^; quindi sarà 



l'equazione di una qimlunqne delle coniche confocali, al variare di p. 
Come inviluppo la conica data ha l'equazione 



e una qualunque delie confocaii 

Due ellissi e due iperboli confocali non possono aver ponti eamuni 
senza coincidere. 

Per un punto dato passano due coniche del sistema confocale^ cioè 
un'ellisse e un'iperbole; ed hanno comuni anche i tre punti simme- 
trici del dato rispetto al centro e agli assi. Le loro tangenti e normali 
nel punto dato coincidono con le bisettrici degli angoli delle due rette 
uscenti dal punto e dirette ai fuochi; ossia: un'ellisse e un'iperbole 
confocali si tagliano ortogoìiàlmente. 

Segue da quel che si disse per i fuochi che le coniche confocali con 
una data formano una schi&ì-a di coniche, isoì'itte in uno stesso quor 
dnlatero [a lati imaginm-t), di cui una coppia di vertici opposti è 
quella dei pmUi ciclici, e le altre due coppie sono quelle dei fuochi 
d^Ue coniche confocali. 
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Le coniche confocali con una data parabola sono le parabole clie 
liaoiio ia comune con essa il fuoco e l'asse. Se la data parabola ò 

ìf — 27te = Pd^ — 2w = 0, 
sarà, 

una qualunque confocale. 

Per un punto assegnato (e pel suo simmetrico rispetto all'asse) ^«iS- 
saìio dua parabole del sistema, e si tagliano ortogonalmente. 

I due valori di p, che corrispondono alle due cooiche di un sistema 
confocale passanti per un dato punto del piano, sogliono chiamarsi 
coordinate ellittiche del punto. 



Equaiione polare di una conica riferita ad un fuoco. 

16. Por l'ellisse, si ricava tale eqiiazionc da (§ 8) FP --= n - 
ponendovi FP = p, a; = c-(-pcosrp, e si ha 



1 — 6c — epcos9 , ossia p 



dunque l'equazione dell'ellisse sarà 



ove U senso positivo dell'asso polare va dal fuoco scelto come polo 
alla relativa direttrice. 

Per i due rami dell'iperbole le equazioni sono, nelle stesse condi- 
zioni, p =-^adr.e{c — poosy), ossia 



Per la parabola, FP = a; -i- - ; onde p = P — pcos 9, ossi; 
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Anche da queste equazioni si rileva che il parametro principale di 
una conica è eguale alla cwda perpendicolare all'asse condotta per vm. 

fuoco; poiché a 9^-- corrisponde p =• P. 



Le prmeipili pioprietà dei vettow focali JcUe comolie bi tioiauo in Apollonio 

Pappo {Colleat Matk , VII) rei-a la piopnetà del rappoito tostante fi,a le di 
stanze dei punti di nna conica da nu fuofo e dalla lelativa dilettarne 

La deQommaziono di footo è di Deemqaes Qnella di ecce»/? iota b di Kepleio, 
d ciuale diede I ec[uazioiie polaie delle ooniolie niente al fuoco, e scopri li i,a 
pitale propnet^ rlie le orliite descritte dai pianeti sono coniche aleuti un luoco 
nel sole 

Dél(àiiì e lutrodasse il nome Aa etti ice , trattò 1 fuochi come punti pei quali 
pnisaano inflmte coppie di rette coniugate rispetto alla conica e perpendi&olan 
tra loro, troiò il luogo dei punti da cui possono conduiai aJIi conici due tin 
genti pcipendieolari (Vili) 

6temei oonsideio 1 fuochi come punti doppi d'im olaamni sugli i'jsi d'-U't eoiur a 

Il teorema del prodotto costante delle distanze dei iuoclii da una tangente 
Torialule deUa conica è di KeiU {Fìnloa Ti aita , 1709) 

FonceUt considerò 1 dno fuochi imaginar! (470), egli consideib inoltre 1 fuochi 
come intersezioni delle coppie di t'ungenti condotte alla conici dai punti cickci, 
e gli assi come dno dngomh del quadrilatero completo formito da coteste tan 
genti (i57) 

Pìdckei (n) tutta 1 fuochi nel modo medesimo Egb anzi definì comp Inochi 
di una curri di classe n 1 punti d inteisezione dei due gruppi di n t ingenti 
unigimne lil essi oondottp dii di3 putì ( rhc ki qidi punti 1 son 1 1 
e «(il — 1) iDiigmiil 

EsBiìCiziO 1 Le cDoidmate ciitesiane di uni coppia di fuochi su uno stcìso 
i-ise dell'ellisse iperbole tir 1/ 1) = si ottengono supponendo nulli 1 coefficienti 
dell'equazione del cap XIV es 3 e sono 

-- { ^i,4-l/-^(?+«,;jj J-^A,,-^,/~A{p+n,,)], 

ove p È una radice della aolita equazione 

(fJ + nJ(^-'-"aì-(/'™sa)+fl,,)^ = ossia pHen^a ^ Tp + A,,^ , 

e ì due radicali dehhono dare per prodotto A(fooa<ì>+a^.,). 
Le equazioni delle relative direttrici sono 

f,ix y 1) ì^—A{p+a,^) ■+- t^{x y 1) V—A{!'A-a'^^) + -4 = 0. 
Il quadrato della distanza fra il centro li uu fuoco 6 ^^ AK : Jjj . 
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E3. 2. Nella paraliulii la coordimite cartesiane del l'iioeo reale pi'opl'io si)lii> 
A,,I—A A.,,I—A , 1/^1, A,,\ IfA,, A,.\ 

-t;^ ' taj-' °'^^"'''' 2U7l^CJ ' stó^'^J' 

e l'eciuazioue tlellii relativa direttrice h una qualunc[ne dello aegueuti ; 

taijcoaia— a,;) a; + («^j — a,j009co) jf -(- «jj (^|,-)-^jj+24,j0osa') : 2A,3 = , 

(«[,— iiijcosoj) a; + (ajjcoso;— <i,j) !) + 0,.^ (^,,+4^;+ 24,^608^3) : SJjj ^ , 

(4[3+^;30oscD)a; + (^;3+4,jOosia)!/ — (A^^+A^^+2A^^v,a&<xij•.2 = . 

Es. 3. L'eciuazione oompleasiva di due fuochi sopra tin medesimo asse è 

4,jF(u w 1) + 4^(((2+«2— 2((wooaM) = , 

ove p ha il significato anzidetto ; e ciò perchè due fuochi formaaio una conica 
di disori minante nullo nella schiera determinata dalla conica data F(ini 1)^=0 
e dalla coppia dei punti cìclici ìfi+v' — 2kkooscu = 0. Quindi un altro modo di 
calcolare le coordinate dei facichi. 

Es. 4. Se ai porta l'origine in un fuoco della conica o si prendono assi orto- 
gonali, ai Ila 

-aj{x y 1) — ^^ {X'-^T')M(i.,,X+ii,.^Y^a„y ; 
cosicché roqiiazioiu iIlIU tumta picmk li lorniii 

X ■+■¥ ={i>K-JrqY+rf , 
li qnale mjstia die le distanze di im punto della conica da un fuoco e dalla 
relativa dutttiice sono nel rapporto costante l'^'+i;' . 

Eh 6 Nel piano, il luogo di un pmito, la cui distanza da un pimto tìsso ahbia 
per misnia il rapporto di due date foiiii.e lineari dello coordinate proiettivo del 
pnnto medesimo fe una conici clie lia pei tuoco il punto fisso. 

Es 6 So i B C D sono cpiattio punti di ima conica e O un fuoco, si ha 
{2lol is) 

OV IILD — OB (LA + OC DiB — OD . ABC = . 

La 7 Daeimiujie 1" m, >1< d^U due tacenti da un iiiuto e i i 1 hu ^o 
del punto so 1 angolo o dato 

Es 8 In una conica a ceutio le distanze dei fuotlii dalla tnngenttì lu P 9t uiiio 
ai \ettorL focali di P nel lapporto di 6 6, (ù il semiasse vile non passa pei 
fuochi, ù, il scmidiametio coniugato di quello che \a a P) Ne segue che il pio 
dotto dello due distans-c e costante e ilie la tangente e li njiunlc fa ino angili 
eguab eoi rettori tocik 

E9 9 Sono costanti li media jimomci fia i due segmenti di unt coida 
focale il lapporto di tutta la coida il c[uadrat> dei diametro paiallelo la Simma 
di duL cotdo locali parallele a due diametri coniugati la somma delle iumj.sl 
di due oidtì foiali ortogonali 
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E :n L T s le (1 1 "gSi f"''!' Inetti li i i di im jili t lii^tc tu 
daUi retta che la al polo dell'i cokH (Dikìiiip) 

E^ 11 È eostuite l'angolo dei vettori fo ili duetti ai punti (ve nm tiiiKeuto 
mobile seca due txngenti Asse [Potteel-et 464) 

Es 12 I\ell iperbole la distanza tia un faoLO e un asintot-ie ugink ■xì stmi 
asse secondo 

Ea 13 La distanza di un punto dell iperbole At un fuoco e egiul) ullii distii ai 
dalla direttrice contata paralleHniente a un afmtoto 

Ea 14 Ogm cuocio he p'wsi pei fiiotlu detetnuni sulle tangenti nei ì er 
tici estremi dell asse fioile un lettangolo le fui dx^^<nali tote ino la Lonici 
[Ajpolloìi III) 

Es la n paramttio couispondente a un diametro deDa piiibila i j^iudiiilo 
dulia ilistanzi 111 il punto e«tremo del diametio e il tuoeo 

Es Ib L angolo tn due tingenti delLì pniabola > metà dell angoli fn i uggì 
focil del plinti di rontitto {PuHOfW 46i) 

Es 17 11 circolo oireoscntto al triangolo di tre tangenti della paiabula passa 
pel ftiooo {Latibeìi OiJuiae ootiietiti'ìiai I) 

Le altezze dello stesso triangolo si eocino sulla dnettriee (Sten ei Ann htìq 
XIX) L'aiei del tinngolo e mefl di quelli del tn-vng lo dei punti ili contitto 
(biegmj Cambi idge nath Joiini II) 

Es 18 H cuoolo ciTcoscntto a un trnngolo aiitoooniugàto impetti a un ipcr 
bole eqiiilatcìii passa pel centro di questa e una delle parabole isciitte l ul lottt 
tiianaflo ha ici luoio il centro dell iperbole 

Ls 19 &( por gli estremi di due diametri conmgati % due dilezioni ptip ii 
dicolaii fn loro si descme ini iperlole equilatera questa passi i i ii eli 

Ea 30 Nella pnribili la distanzi fn il fuoco e ima tangent 1 ] i 

pji7i naie tu i ^ ttori focali lei \crtioe e del pnnto di emtitt) 
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CAPITOLO XVI. 

Proprietà proiettive ielle c^uadriclie. 

Ijuoghi dì 3° grado Bello spazio, 

§ 1. L'equazione generale di 2° grado fra le coordinate proj etti ve, 
io particolai'e cai'tesiaue, xy z di un punto nello spazio a tre dimen- 
sioni può sempre rìdiirei alla forma 

[1] ax^ ■+- hy^ -f- cz^ h- (Iì/3 ~\- ezx •+- fxy -\- gx -^liy -^ ks -\- 1 ^^ , 
indicando con ab...l delle quantiti'i date, che supponiamo reali e fluite, 
ed alcune delle quali possono essere nulle. 

L'equazione è rappresentata geometricamente da un luogo, il quale 
è una superficie, che dicesi di 2° grado. Più brevemente la diremo una 
quadrica. Altri la chiama un conicoide, in analogia coi luoghi piani 
di 2° grado, che si chiamano coniche. 

L'equazione ha dieci termini, e quindi dieci coefficienti ; ma, poten- 
dosi essa dividere per uno di questi (purché non sia nullo), è chiaro 
che per scrivere l'equazione è necessario e aufiflciente conoscere nove 
costanti, cioè i rapporti di nove dei coefficienti al rimanente. Quindi 
segue che : un luogo superficiale di 2" grado è determinato, quando è 
soggetto a condisioni che possano venir tradotte in nove equazioni fra 
i rapporti di nove coefflcienti dell' eq\tazioìie generale di 2" grado al rima- 
nente, ovvero in none equazioni omogenee fra i dièci coefflcienti. Se 
queste equazioni sono di 1" grado, il luogo è individuato. A meno di 
nove equazioni corrispondono infiniti luoghi, a più di nove nessuno. 

I rapporti di nove coefficienti al rimanente possono chiamarsi coor- 
dinate del luogo, e i dieci coefficienti stesai coordinate omogenee. 

S. Diamo alcuni esempì di luoghi di 2" grado. 
Se xì/z sono le coordinate d'un punto qualunque del luogo, e se 
questo è soggetto a passare per nove punti dati (x^yiZ^),..., (x^y^z^), 
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dovriiiino coesistere le dieci equazioni 

ax^-h ... -t-dys-+- ... -+-</«-(-... + Z = 
oaii^-f ...-(- rfj/iSjH-... -t- gXi-¥- ... -1- (=• 

axr,^-h ... -+- dt/^Zr, -+- ... -t- ja;„ -^ ...-\~l = 0, 
lineari ed omogenee in a ... l, pei- valori non tutti nulli di qaesti; quindi 



Dunque: ;peT nove punii arHtrart passa imo ed un solo luogo di 2° 
grado, di ciii questa è l'equazione. 

Per otto punti passano co luoghi di 2° grado, per sette co*, per 
sei co^..., per uno a> \ 

3. Un esempio di luogo di 2° grado è la -^fura. Deiìnendo questa 
come luogo d'un punto mobile clie abbia da un punto fisso (centro) 
una distanza optante (raggio), si ottiene in coordinate cartolane l'e- 
quazione della sfera di centro (a |3 -;) e di raggio p, esprimendo clie 
il quadrato della distanza dei due punti {xyz) {a. Py) ^ eguale a p'; 
e ei ha 

[3] (^^-.a.-f^{y-^f + iz--if 

-^-2(i/— ^) (3— t) cosyz-l-2(s— r) {x—a) coszxh-2 (ce— a) (i/— ^) cosxy=p'; 

brevemente (IX, 9) 

È facile vedere (XII, 3) che: U condizioni perchè l'equazione [1] 
rappresenti mia sfera sono le cinque seguenti: 

[4] a = b=e d = Sncosyz e = 2flcoszx f = 2«cosxy. 

In altri termini: l'equasione generale d'una sfera è 

[5] a ^ {x y e) -^- gx -^ hy -+- kz -{- 1 =^ 0. 

Lasciamo al lettore la determinazione del centro e del raggio della 
sfera, pat'teudo da questa equazione, come si fece pel circolo (XII, 3). 
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305 



Siccome neU'eqimzioQe generale d'una sfera eompaiooo solo cinque 
coefficienti a g h k l, così per individuare una sfera bastano quattro 
suoi punti. Procedendo come nel § 2, si ottiene l'equazione della sfera 
ckejmssapcf quattro punti dati (x^t/iZ,) (x^i/^^ù i^sPs^d {^.'Ji^ìì'- 






<1{X^ J/j S,,} Xi )/, 



4. Data in un piano un'ellisse, sì prendano i due 
per assi delle a? e delle y, e si prenda per asse delle j 
perpendicolare; se «□ e 6,, sono le lunghezze < 
ogni suo punto soddisfarà all'equazione (XIV, 11) 



li di questa 
retta ad essi 
dell'ellisse, 



Se ora sì fa rotare l'ellì^e intomo all' asse delle x, essa descriver.1 
itna snperflcie ; e ogni punto nel rotare conserverà la stessa x, ma la 
Sila, distanza dall'asse di rotazione non sarìi più espressa da y, bensì 
da y j/^H-s^; siecliè si avrà per equazione della superficie 



l'I "i^^'ir'^'- 

La superficie è dunque im luogo di 2" grado, e dicesi ellissoide di 
rotazione, o rotondo; è allungato , m a^'^b^, schiacciato, se a^<ib„] h 
una sfera se a„ =&a. 

Analogamente: un'iperbole rotando intorno ad uno dei suoi assi 
genera una superficie di 2" grado, clie dicesi ipeì-boloide rotondo, e clie 
avrà due falde o una falda sola, secondochè asse di rotazione è l'asse 
trasverso dell'iperbole o l'altro suo asse. L'equazione ne è rispettiva- 
mei\te 

se l'asse delle x è l'asse trasverso dell'iperbole, l'asse delle y l'altro 
asse dell'iperbole, e l'asse delle s perpendicolare ad entrambi. 

Data una parabola, e preeo per asse delle x il suo asse, per asse 
delle y la tangente nel vertice, e per asse delle s la perpeudicolare ai 
due primi, ogni punto di essa soddisfa all'equazione (SIV, 21) 
«= ^ 27*x-, 
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se 2F ò il parametro. Rotando la parabola intorno al proprio asse, 
genererà una superficie di 2" grado, che dicesi i)araholoide. rotondo, e 
di cui requazìone è 

[9] ,f^z'^- 2Fx. 

S. Se 

Ax -H By -H Cz ■+- 7> ^ A'x -f- B'y -^Gs-\^D' = 

sono le eqnazioni dì due piani, l' equazione-prodotto 

LIO] {Ax ^By-i-Cz^ D) {Ax -f- B'y -H Cs -f- i>') = 

è di 2" grado, ed è soddisfatta dai punti di ciascuno dei due piani 
e solo da essi ; danque rappresenta il ststeina dei due piatii, il quale 
perciò va annoverato fra i Inoghi di 2" grado. 

O. Sia un'equazione di 2" grado omogenea in xyz: 

[11] ux'^ -F Inf -\- cz^ -+- dyz -+- exz -\- fxy = 0. 

Essa presenta questa particolarità; che, se un punto di coordinate x 
y s la, verifica, ogni altro punto di coordinate proporzionali a quelle 
la verifica del pai'i; vale a dire che i punti del luogo sono distribuiti 
su co rette per un punto, che è l'origine se le coordinate sono carte- 
siane, un vertice del tetraedro di riferimento se projettivo ; onde il luogo 
è un cono avente per vertice quel punto. 

Questo ragionamento si può invertire, e si può estendere ad un'e- 
quazione omogenea qualunque. E però : affinchè un'equazione rappresenti 
un cono è necessciHo e sufficiente che essa sia omogenea in cooì'dinate 
projetiive (o cartesiane), od aVmeno riducibile a taìe. 

Ne segae che: cinque punii col vertice individuano, in generale, un 
cono di 2" grado. 

In particolare: il cono che proj'etta una conica da un punto è di 
2" grado (XII, 2). 

T. Sia un'equazione di 2" grado priva di una delle coordinate, 
p. es. z : 

[12] ra'^ M- by^ -+- fxy -h gx -\- hy -t- l =-- . 

È chiaro che i! luogo rappresentato da questa equazione, in coordinate 
cartesiane, è un cilindro, avente le generatrici parallele all'asse delle 
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s e per direttrice la conica clic la atessa equazione rappresenta nel 
piano dello x e ji; in coordinate projettìve è un cono, come dianzi. 
Sia l'eqaazione priva di due coordinate, p. es. (/ e s: 

[IS] m? ~\-gx-^l = ^. 

È chiaro che essa rappresenta due piani: paralleli al piano delle y 
e 2, se le coordinate sono cartesiane; passanti per uno spigolo del 
tetraedro di riferimento, se projettive, 

Akune forinole. 

8. Per ben discutere le varie specie di luoghi di 2° grado, e per 
assegnare le forme dei luoghi di ciascuna specie, occorre premettere 
molti sviluppi algebrici; e d'altronde riesce utile dimostrare prima pa- 
recchie proprietà comuni ai luoghi medesimi. Intanto il lettore è avver- 
tito che, per comprendere meglio tali proprietà, potrà raffigurarsele 
applicandole agli elli^oìdi, iperboloidi e paraboloidi rotondi, che sono 
facilissimi ad jmaginare, e che d'altronde non divergono gran fatto 
dalle forme più generali. 

Ed ora, dopo aver arrecato esempì di particolai-i luoghi di 2" grado 
chiusi ed aperti, procediamo alla teoria generale. 

Indichiamo con x^-.x^ x^:x^ x^ix^ le coordinate projettive, o in 
particolare le cartesiane, di un punto. Allora una equazione di 1" grado 
nelle coordinate, moltiplicata per x^, diviene 

fl( ic, -(- flj Kg -1- «3 ccj -f- «4 3:4 = ; 

cosicché il 1" membro è una forma lineare quaternaria (V, 6). 
Del pari una equazione di 2° grado, moltiplicata per x^^, diviene 



-+'2a|^^x,x^-+-2a^.JX^Xs■+-2a■^^XJX^-ì-2a,^x^x^-+-2a^^Xf^^-+-2ar^iX3X^=0 ; 

cosicché il 1" membro é una forma quadratica quaternaria, la quale 
indicheremo con 

?{XiX:ìX-jX^), £(x), IcthpXux^,, 

supponendo che h p possan ricevere tutti i valori 1, 2, 3, 4 (sia iden- 
tici sia diversi), e che sia n^p = «p;.- 

In generale, il primo membro della equazione di un luogo super- 
ficiale di grado n diviene una forma quaternaria di grado n. 
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Le semiderivate della f(»;) rispetto ad se^x^x^x^ sono 

P 

f3Ìx)=t3{XiX2X3X^=a^^x^-i-a^^x^-+ai3X^-+ai^x^'='2.agp Xp 
f^(x)=fi(x^x^^x^)=a^iX,-ha^iX2-i-ai3Xg-^-a^^x^=lMip Xp ; 

e si ha l'identità 

[IJ tlx) - X, t, (») + «, f, (a:) + X, t, (a:) + ic, f, (x). 

O. Coi coefficienti dì Xi x^ x^ x^ nelle seniiderivate si compone {V, 7) 
il determinante simmetrico 



elle è il risultante deile seraiderivate, poiché U suo annullarsi è la 
condizione affìncliè esistano valori di x^ x^ x^ x^ che annullino simul- 
taneamente le semiderivate: esso è 11 discriminante di f{x). 

Denotiamo con A„ A^^ ... i sudde terminanti complementari di a^i a^^ ... 
in A\ ossia poniamo 



I niq air ait, I 
indicando con ìvikl e pqrs permutazioni (distinte o identiche) degli 
indici 1, 2, 3, 4, e prendendo il -f- o il — seeondocliò esse sono della 
stessa classe o divei-sa. Sarà Ajip ~ Apn . 

Si hanno sedici identità compendiate nelle 
[2] ahi Am -+• ai,2 A,,2 ■+- ana Aia •+- au A,,i = A , 

[3] «/,i Ait -h auz Ah -^- a hZ Aiz-i- aiti Ah = 0. 

Inoltre, per le note proprietà dei determinanti ad elementi reciproci, 
ai Ila l'identità 
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e le sedici compendiate nella 

I Ai^ Air A;, I 
[5J A^ahp = ±: Anq A^r A^s \. 

I Ai^ Ai,- A,s j 

E se si considerano nel discriminante A i sudd e ter minanti di 2" 
ordine, che sono a due a due complementari, allora 

posto ^/,i,jj, = dz '"~ '" , si Ila Aìii^rs = dr ''^ '"^ 1 ; 

e si ottengono a,ltre identità, compendiate nella 



È anclie da notare ctie la 

Aiii_iìApg^3i-^Ai,{_i3Apq,i2-i-Aiii,uApq_2ì-i-Aiii,23A2)q,li 
-^A/i t,ìiApq,3i -F-fl AJ, 34-^5,12 

equivale a A quando Aip^- denota una permutazione pari, mentre è 
nulla quando due fra li i p q sono eguali. 

IO. La funzione f(«), elie abbiamo già messo sotto la forma fi], in 
cui compaiono simmetricamente le sue seraidedvat« parziali, pu6 rice- 
vere anche altre forme notevoli, in ciascuna delle quali compare una 
derivata (V, 13). 

È facile verificare che 

[7] a,,f{x)-Ì,{xf 

=A5',,'i^tX^-^-A't^^i^x.^^-^-A■z■i,^■ix^~\~2A■ti,\%x^Xi-^''iAi2,23XzX_^-^'ìA23,^iX^x^ ," 



fj (a!)* H {Azi,3iX2-i-A3i,i2X^--rAz%,23X^^ 



■ fi('e)'^ 1 M34«43's+-^3yiiaÌ3-i-^34 
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Si è ottenuta così tma fonna canonica di t(x). Ed altre se ne otten- 
gono permutando comunque gli indici 1, 2, 3, 4. 

Insomma sappiamo in vari modi decomporre f(a;) in quattro qua- 
drati di forme lineari, delle quali la prima contenga tutte quattro 
le variat)ili, la seconda tre, la terza due, la quarta una. Sa questa 
decomposizione si potrebbe fondare la classificazione delle quadriclie; 
ma noi preferiamo differire questo argomento, e tenere altra via. 

Lasciamo anche da parte i casi nei quali la decomposizione non 
6 possibile. 

Ordine - Rette e piani tangenti. 

1 1 . Se due punti P P' hanno le coordinate projettive (o eartesiane) 
omogenee x^ x^ x^ x^ , a/^ a/j x'^ a/j , ogni punto della retta r da essi indi- 
viduata avrà {X, 6) coordinate del tipo 

XX|-[- jj-ic'j Xx2-^ihx'^ Xxg-+- \ia;'.g kx_^-hii.x'^ , 

ed ai punti della retta corrisponderanno univocamente i valori de! 
rapporto X : |j., che sarà coordinata projettiva nella punteggiata r. 

Ora si domandi quanti punti della retta r appartengano anche alla 
quadrica rappresentata dall'equazione {{x^x^x^x^) =0. Basta vedere 
per quanti e quali valori di Xijj. sia soddisfatta l'equazione 

f(\xj~h\i,x\ Xx^-t-^\ XiCj -t- [J^'s Xx, -^- \tx\) =^ 0, 

la quale si sviluppa in 

U) fi:a,)(^j'+2f(^,)-^ +f(a.')-0, 

ponendo (V, 9) 

f f ^, ] = f (^' ^; ^'f '^A =x,f,(x)-i-xMx')+xMx')^xJ^(x') 
\x I w , se j a: 3 a? 4' 

=aj ^x^x'^-^-a^^^x'i+a■i■iXiX\■+a^^x^x\■^a^ j {x^xf^-^-x^i )-+-<Xì;ì{XìX\-^X^x\) 
= lahpXh'^p^'Si j ■ 
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Essendo requazione [1] di 2^ grado ili X ; jA, foriiigee poi' X-.}). duo valori 



OVil 



Onde: offni retta ha comuni con la quad^-ica dice punti, reali e di- 
stinti, reali e coincidenti, o complessi-coniugati; il clie si enuncia 
dicendo che la quadrica è un luogo di 2° ordvie. 

Nel primo caso ia l'etta si dirà, secante, nel 2" tangente, e nel 3" 
esterna alia qiiadrica. 

Se la [1] ammette pift di due radici, diviene una identità; onde una 
retta, che abbia più di due punti comuni con la quadrica, giace tutta 
sulla qnadrica. Vedremo che questo caso è possibile. 

Allo stesso modo si dimostra che una superficie di grado n ha co- 
muni con uncù retta qualunque n punti (fra reali e imaginarl, distinti 
e coincidenti), e perciò dicesi di oì-diné n. 

Poiché ogni retta ha due punti comuni con la quadrica, segue che 
ogni piano ha comune con la quadrica no punti costituenti un luogo 
di 2° ordine, vale a dire che : ogni sezione piana d'una quadrica è una 
conica. Non ci fermeremo per ora a discutere quando questa conica sia 
un'elli^e (reale o Imaginaria), una iperbole, una parabola, o qualche 
loro particolarità. Diremo il piano secante se la conica è reale e non 
degenere, esterìw se la conica è imaginaria. 

Analogamente; una superficie di m-dine n ha comime con un piano 
una curva di ordirle n. 

13. Supponiamo por un momento che il punto P' appartenga alla 
quadrica. Allora uno dei valori di ). : ji dati dalla [1] sarà nullo, e 
infatti f{x') = 0; indi la [Ij divisa per X : jji diverrà 

e darà il valore di X : |j. corrispondente all'altro ponto comune alla 
retta r e alla quadrica. 

Se anche quest'altro punto cade in Y, ossia se la retta r è tangente 
in P', dovrà esser nullo anche quest'altro valore di X: \i', e però saj'à 

f r] = 0, ossia iJ3, f^ (a:') -H x., f, [x) -t- x.^ f, {x') -t- x, f^ (a-O = 0. 
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OgTiuno degli co ^ punti P, le cui coordinate soddisfanno a. questa 
equazione, si troverà su viua retta tangente alla quadrica nel punto 
P'; e siccome l'equazione è di 1° grado in a;, ... , così il luog^ dei 
punti P è un piano. Fa eccezione solo i! c^o che {^{x') fa (a:') f-^ix) 
ij^x') siano tutte nulle; caso impossibile finché è .4=1=0. 

Dunque : se il discriminante A =■;= 0, per ogni punto della quadrica 
•passo/iio co rette tangenti ivi alla quada'ica; esse giacciono in un piano 
(che diremo piano tangente alla quadrica nel detto punto), e fot-mano 
un fascio intorno al punto (che diremo punto di contatto di quel piano). 

Questo piano ha per eqiiazione 

[3J f (^) = , x,{,(af) -+- x,U^\) -+- a^sfsf^s) ■+■ 'aAÌ^Ù =0, 

e per coordinate 

u\ = f,(^') u\ = f,(;t') u\^ = Ux') u\ =-- f,(a;') , 

se x\ ic'j x\ a/j soiio le coordinate del dato punto. 
La quadrica si definisce come Vinviluppo dei suoi piani tangenti. 

1 3. Evidentemente ognuna delle rette del fascio dianzi considerato 
incontra il luogo di 2" ordine, che i! piano tangente ha comime cou 
la quadrica, in due punti coincidenti in V; il che non può avvenire 
se non quando questo luogo degeneri in due rette incrociate in P". 
Danque: se A=^^0, ogni piano tangente ha comune con la quadrica 
una coppia di rette incrociaf-e Tiel punto di contatto (reali e distinte, 
o reali e coincidenti, o complesse-coniugate), ossia ima conica degenere. 

Viceversa: un piano, che abbia comuni con la quadrica due rette, 
è tangente nel loro punto comune. Dunque; se A=^0, per ogni punto 
della quadrica passano due rette giacenti stilla quadrica (reali e distinte, 
reali e coincidenti, o complesse-coniugate). 

Il punto e il piano tangente si chiamano elliiiici, iperbolici, paì-a- 
Ì3oUci, secondo che le due rette sono complesse-coniugate, o distiate e 
reali, o coincidenti e reali. 

Si puft dimostrare che : se A =;= 0, quale è un punto della quadrica, 
tali sono tutu. 

P. es., se un punto P è iperbolico, ciascuno dei due piani che pro- 
iettano da un altro punto F della quadrica le due rette reali e distinte 
p q incrociate in P, deve aver comune con la quadrica anche un'altra 
retta reale p' o q'; sicché per F passano due rette reali p' q' giacenti 
sulla quadi'ica. Esse sono distinte; altrimenti coinciderebbero colla 
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PP', e por P passerebbero tre rette della quadrica, caso impossibile 
flncliè ^k4=0. Dunque P* 6 iperbolico anch'esso. 

Le due rette p' <i' per F Btauno dunque in uu piano rispettivamente 
eoa due rette p q per P; sicché le qaattro rette costituiscono un qua- 
drilatero (nou piano) sulla quadrica. Facendo variare P' e poi P, ve- 
diamo dunque che: sopra itna quadrica a punti iperbolici esistono dtie 
sistemi dì oo rette reali, tali ohe: 1" per ciascun punto della quadrica 
passi una retta dell'un sistema e una dell'altro; 2° tntte le rette di un 
sistema stiano in un piano con ciascuna dell'altro; 3" due rette di un 
sistema non stiano in uno stesso piano, e perù le chiameremo s 
(luna rispetto all'altra). 

Date tre rette dì un sistema, una retta, che si muova apj 
ad esse, genera la quadrica. La quadrica perciò dicesì rigata; e dicesi 
sgìiemba (gobba, stoHa), pei'chè due posizioni, per quanto predirne, della 
retta generatrice sono sghembe. 

Siccome i piani passanti per una retta di un sistema e per le sin- 
gole rette dell'altro sistema segnano su due rette qualunque del primo 
sistema punteggiate projettive ; cos'i: le rette di v/n sistema determinano 
su due rette dell'altro punteggiate projettive ; ed anche: i piani per le 
rette di un sistema e rispettivamente per due rette dell'altro formano 
due fasci projetUvi, Di più. : quelle punteggiate sono projettive a questi 
fasci. E la quadrica può cmisiderarsi come generata (due volte in co * 
modi) dalle rette die uniscono i punti corrispondenti di due punteg- 
giate projettive sghembe, ovvero dalle rette comuni ai piani corrispon- 
denti di due fasci projettivi sghembi. 

Viceversa: una retta, che si vnuova appoggiandosi a tre rette date 
sghembe, genera una quadrica rigata sghemba; poiché tre posizioni 
della retta mobile segnano sulle tre rette date 3.3 = 9 punti, i quali 
individuano una quadrica (§ 2); e questa, passando per tre punti di 
ciascuna retta data, contiene queste tre rette. Ancora: una retta mo- 
bile, individuata dagli elementi coì-rispondenti di due punteggiate pro- 
jettive sghembe, o di due fasci projettivi e sgheTnbi di piani, genera 
una quadrica rigata sghemba; poiché per tre posizioni della retta 
mobile passa una quadrica, che contiene le due rette punteggiate o 
assi di fasci, e tutte le altre posizioni della retta mobile. 

Se un punto d'una quadrica è ellittico, si dimostra similmente che 
tali sono tutti; e le cose dette sussistono, con la restrizione che le rette 
sono imaginarie. 

Se un punto d'una quadrica è parabolico, un altro punto qualunque 
noti potrà essere né ellittico né iperbolico, altrimenti tale sarebbe 
anche il primo; dunque sarà parabolico. 



y Google 



314 Gap. XVI - § 14, 15 

14. Eimoviamo ora la supposizione che il punto P' stia svilla qua- 
drica : allora la [1] dava per X : jj. due valori eguali, quando saxh sod- 
disfatta l'equazione 

[4] fw.fM-t(*)'-o. 

Dunque la [4] è la condizione perchè la retta r tocchi la quadrìca. 

Se P' è dato, la [4] è soddisfatta da » ^ posizioni del punto P ; e 
poiché essa è di 2" grado, tali posizioni costituiscono un luogo di 2" 
ordine. Questo luogo non può essere che un cono di vertice P'; poiché 
è evidente che, se P è un punto del luogo, ogni punto della retta r 
appartiene al luogo, e però tutta la retta appai'tiene al luogo, il quale 
risulta quindi composto di oo rette uscenti dal punto F, Dunque: il 
luogo delle tangenti condotte per un punto a una quadrica è un cono 
di 2" ordine, il quale dicesi circoscritto alla quadrica dal punto F, o 
anche il cono secondo cui la quadrica è vista dal punto F. Le gene- 
ratrici di questo cono sono le coppie di tangenti che pel punto P pos- 
sono tirarsi alle coniche che la quadrìca ha nei piani per F. 

Non ci fermiamo ora a discutere le varie specie di coni circoscritti 
alla quadrica, né ad esaminare quando essi siano reali e quando ima- 
ginari. Solo accenniamo che il punto dieesì estenw o inter-no alla qua- 
drica, secondochè il cono da esso circoscritto è reale e non degenere 
in due piani, o iraaginario e non degenere; e che, se il punto è sulla 
quadrica, il cono si riduce al piano ivi tangente contato due volte. 

Punti coniugati - Sistema polare. 

15. 1" Se i valori di X:\i. dati dalla [1] sono opposti, i due punti 
comuni alla retta r ed alla quadrica sono coniugati armonicamente ri- 
spetto a P e P', e quindi anche P e F sono coniugati armonicamente 
rispetto a quei due punti, e si possono dire semplicemente coniugati 
rispetto alla quadrica. Ora !a condizione perchè i due valori di X:\>. 

siano opposti é evidentemente f ( ,) = 0. Dunque: la reiasione che svs- 

sista fra le coordinate dì dite punti coniugati è 

[5] f l^] = ossia f, (^) X, -+- f, (a/) x^ ■+- fg {x') x^ •+- f, (a/) x^ = 0. 

È chiaro che: su ogni retta esistono co coppie di punti coniugati, 
costituenti una involuzione quadratica, cìie ha per punti doppi quelli 
comuni alla retta ed atta quadrica. 
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16. Se il punto P' è dato, ogni punto P, lo cui coordinate verifi- 
chino la [5], sarà coniugato a P'; e poiché la [5] è dil''grado iniCj,.., 
segue che: se^=i=0, ogni spunto ne ha co* coniugati rispetto aUa qua- 
drica sulle singole rette passanti pél punto, e il luogo di essi è un 
piaìto, che ha per equazione la [5]. 

Il punto dicesi polo del piano, e il piano polare del punto (ri- 
spetto alia quadrica); o anche si dicono il punto e il piano coniugati. 

Quando il polo è un punto della quadrica, il piaìio polare è il piano 
tangente in esso. 

Va notato che : il piano polare d'un punto è il luago delle rette po- 
lari del ptmto rispetto alle coniche die la quadrica ha nei pia/ni pel 
punto fnedesimo. 

I punti comuni alla quadrica ed al cono circoscritto da P' annul- 
lano {■(,); e siccome essi sono i punti di contatto delle co tangenti 

condotte da P', cosi: le tangenti condotte da un punto alla quadnca 
hanno per punti di contatto i punti della coìiiea comune alla quadrica, 
ed al piano polare di esso punto. 

Perciò la conica dicesi il contorno apparente della quadrica rispetto 
al punto, 

8e il pimto è esterno, il piano polare è secante; se il punto è in- 
terno, il piano polare è esterno. 

Se un piano tangente passa per P', dovrà contenere una tangente 
condotta per V; e quindi avrà il punto di contatto sulla conica stid- 
detta. E viceversa, se P è un punto di questa conica, il piano per la 
tangente alla conica in P e per la retta r (che è tangente alla qua- 
drica in P) tocca in P così la quadrica come ii cono, e intanto passa 
per P'. Adunque: per un dato punto passaiio co piani tangenti alla 
quadrica, e il laro inviluppo è il cono circoscritto dal punto alla 
quadrica. 

17, Due punti coniugati P P' sono in condizione reciproca l'uno 
rispetto all'altro; quindi : se un punto sta nel piano polare d'un altro, 
questo starà nel piano polare dì quello. 

Possiamo assumere (X, 9) come coordinate del piano nr' polare di P' 

[6] u\ = f,(x') u\ =-- f,(a;') u'^ = Ux') u\ = f,(a,-'). 

Questa sostituzione lineare omogenea lega u\... aa;',,.. Il suo modulo 
è A. Se ^=i=0, essa rappresenta una cojTel azione. Dunque: la coi-ri- 
spondema fra polo e piano polare è una coìi'elazìone, la quale è reci- 
proca (o involutoria), e dicesi polarità o sistema polare. La quadrica 
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è il luogo dei punti incidenti nei loro piaui polari, e l'inviluppo dei 
piani passanti per i loro poli. 

Il sistema polare si assume come definizione di quadrica imaginaria, 
quando l'equazione f[a^)=0 non è soddisfatta da alcun punto (reale). 

La sostituzione (inversa della precedente) 

x\ — - (^1, u\ -+- A.2^ u\ -+- A^, u\ -+- A,^ m',,) 

;j/,= ^ (A^^ti\-i-A.,^'ii\^A.,^u'^^A,,u\) 

x\ = - {A,,, u\ -+- A^^ u\ -+- A^^ u', -+- ^,3 u\) 

af = — (A u' -i~ A ti' -t- A li' -i- A u' ) 

foQ-nisce le coordinate del polo di un dato pta/tio, e (m piit cjlare) le 
coordinate del punto di contatto di un piano iangentt 

Tutti i punti d un piano ligneo i piani poìiri pissanti pel iiolo del 
piano; e tutti i piani ptssanti per un punto hanno i poh nel piano 
polare del punto S hinno cosi un piano ed una stelli coiit-Utivi. 

18. Siano due punti P P', e i loro piani polari jt tt'. Og^nì piano 
per la PP' lia il polo in tc e in ^', e quindi sulla retta irre'; e ogni 
piano per la retta Ttir' ha il polo in tutti i piani polari dei punti della 
ttjt', e quindi sulla PP', Onde: ad ogni retta ne corrisponde un'altra 
tale, die i piani polaH dei pimti dell'una fanno fascio intorno al- 
l'altra, e viceversa. L'una è il luogo dei poli dell'altra rispetto alle 
coniche clie la quadrica ha nei piani per quest'altra, e viceversa. Co- 
tali due rette diremo coniugate o polari l'una dell'altra rispetto alla 
quadrica. 

Due rette coniugate in generale sono sghembe. Qualora s'incontrino, 
il punto comune sarà polo del piano comune, ossia il punto starà sulla 
quadrica e il piano la toccherà; quindi le due rette coniugate tocche- 
ranno la quadrica, ed inoltre sai'anno in armonia con le due rette che 
la quadrica ha nel piano tangente. 

Le rette autoconiugate sono quelle che giacciono sulla quadrica. 

I punti di una retta e i piani polari di essi formano una punteg- 
giata e un fascio di piani omografici. 

Consideriamo una retta e la sua coniugata. I piani tangenti nei due 
punti che questa ha sulla quadrica hanno per poli questi due punti, e 
quindi passano per la prima retta; e niun altro piano tangente gode 
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la stessa propi-iefà. Dunqoe: per- unn retta data passann, in generale, 
due piani tangenti alla quadrira. 

I due piani possono essere reali e distinti, reali e coincìdenti, com- 
plesai-conìugati, come quei due punti. Nel 2° caso anche la retta data 
è tangente alla quadrica. Che se la retta data giace sulla quadrica, 
alloi'a ogni piano per essa deve aver comune con la quadi"ica anche 
un'altra retta, e quindi è tangente alla quadrica. 

IO. Diremo rnniugaU un punto e una retta, quaudo il piano po- 
lai-e de] punto passa per la retta, e quindi ogni punto della retta ha 
il piano polare passante pel punto; insomma quando il puato è sulla 
coniugata della retta. 

E diremo coniugati un piano e una retta, quando il polo del piano 
è sulla retta, e quindi ogni piano per la retta ha il polo nel piano ; 
insomma quando il piano passa per la coniugata della retta. 

Quattro punti qualunque e i loro piani polari determinano due 
tetraedri, e i vertici del secondo hanno per piani polari le facce de! 
primo ; si dicono coniugafi i due tetraedri. 

In ogni piano esistono co^ coppie e oo^ terTie di punti coniugati (a 
due a due), vertici dei triangoli autoooniugati rispetto alla conica che 
la quadrica ha nel piano. 

N'olio spazio esistono oo ° coppie di punti coniugati, co * terne di 
punti coniugati, e oa * quaderne di punti coniugati ; vertici questi di 
tetraedri autoconitiffati, cioè tali che ciascun vertice eia polo della, 
faccia opposta. Ogni punto, con una terna di ptinti coniugati nel suo 
piano polare, costitmsee una quaderna, 

30. Il piano Tr(ti^Mj«3Mj è tangente alla quadrica f(a;) = se 
passa pel suo polo, cioè se ha luogo l'equazione 

ovvero 

A^iU^^-i-A^^ii^^-^A^gU^^-i-A^^u^^ 
-^2A^^u,u^-i~2A,^u^u^-h2A^yU,u^-+-2A,^u,u_^-ì-2A^iU^u,-+2Asith''i't=-0- 

II primo membro (V, 8) è la forma quadratica reciproca di t{x), e 
s'indica con 

F{m, Wj jSj «J anche F{u). 
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Dunque: l'equazione della quadrica considerata come inviluppo i 

F(»)-0; 

e però la quadrica è un inviluppo di 2" grado. 
Si può scrivere 



Le semidcrivate di P (u) sono 

F,, (i() = Am u^ -+- A,,2 it^ H- Ahz u.^ -H A,,i ^(i (/i = 1, 2, 3, 4) . 
Quindi lu [7J possono scriversi 
[8] x\^l-F,iu') x,= JF,K) x;=-ji\iu-) x\=jF,{u-); 

per coordinate del polo del piano {u\ u\ u\ m'^) »i possono assumere 
F,(ìO F,(n') Y^{u') Y,{iC) . 

Si noti che, se {x^ x^ x^ x^ e {u^ u^ ih ''J sono coordinate di un punto 
e del suo piano polare, si ha 

C9I Fiu) = AÌ(x); 

che la forma reciproca di F(!t) 6 A{{x); e die si ha 



3 1 . Le radici della equazione [1] in J. : |j. sono reali e distinte, reali 
e coincidenti, compi esse -coniugate, secondo che 



Ora si trova (come al § 15 cap. XI!) 
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ed osservando che ,' '", è la coordinata )■;,( della retta r indi- 
viduata da P e P' {XI, 16), si ottiene 

[11] f (^) f {x') - 1 ^J = 2 Ai,t,r, m r^. 

Dunque: la retta t é secante, tangente, esterna alla quadrìca f(a^)^0, 
secondo die 

[12] S4,f/,r,rwJ-^5< = >0. 

Segue da ciò die: le rette tangenti ad ima qtMdvica costituiscano un 
particolare complesso di 2" grado (XI, 11). 

De! cono. 

SS. I^ propriel,;\, che ad ogni punto corrisponde un piano polare 
rispetto alla qnadriea (e in particolare ad ogni punto della quadrica 
corrisponde un piano tangente ivi), non regge più in tutta la sua ge- 
neralità allora, e solo allora, qtiando esiste qualche punto le cui coor- 
dinate annullino tutte quattro le semidei-ivate di f{x) ; giacché a quel 
punto ogni punto dello spazio è coniugato. Esaminiamo questo caso 
speciale, in cui coesistono le equazioni 

[13] f, (x) = i^{x) = G i^{x) = ^^[x)=Q, 

e quindi è nullo il discriminante A (V, 10). 

Quando A ha la caratteristica 3 (cioè A è nullo, ma non son nulli 
tutti i suddeterminanti di 3" ordine), le quattro equazioni [13] equival- 
gono a tre sole indipendenti, e individuano 1 mutui rapporti dì x, x^ 
x^ afj', in altre parole, ammettono una soluzione comune, che è 

[14] s, = Am X 85 = Ai,2 \ 83 = Ah3 \ s^ = Ahi >., 

od anche 

[15] 8, = v|/^ -s.^vy^; s,= \'\^i^, ,s, = v|/7;7, 

dando ai radicali segni convenienti, e notando che A^^ A^^ A^^ Af,^ non 
son tutti nulli. 

S'individua «sì il punto S (s, Sj s^ s.;) comune ai piani di equazioni 
[13]; ed è f (s) = Sifi(8) -+- ... = 0, onde 8 sta sulla quadrica. Ogni retta 
i ivi alla quadrica, e quindi ogni piano per S ha in 
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coraimo con la quadrica due rette (reali o iraaginauie) incrociato in S, 
Adunque la quadrìca è un cono, ed il punto S ne è il vertice. 

Conchiudiamo die: la quadrica rappresentata dall' equazio-ne {(x) = 
è un cono, quando il suo dìscrÌTninante A è nullo e di caratteristica 
tre. Il vertice S del cono Tia le coordinate s^ «a Sj s^. 

Vedremo poi quando il cono risalta da oo rette reali, e quando que- 
ste sono imaginarie, il vertice restando sempre reale. Nel 1° caso il 
cono sarà rigato (in un sol modo), e sarà una superficie sviluppabile. 

Notiamo inoltre che nel caso attuale, una delle semiderivate è com- 
binazione lineare delle altre tre, e la {{x) si può ridurre a una forma 
quadratica di tre variabili. 

Inoltre l'equazione del cono come inviluppo riducesi all'equazione 
del vertice (come centro di una stella di piani) contato due volte; e 
infatti si Ila 

LIGJ F (m) ^ ^ Fniuf = (w,]/ A',^%|/^,+«,K^+"il''^)' . 

È facile scorgere che nel cono Iianuo luogo le seguenti propricl?L 
specLili : 

Ciascun piano dello spazio pu6 considerarsi come polare del vertice, 
e il piano polare di ciascun altro punto passa pe! vertice. 

Tutti i punti di una stessa retta pel vertice hanno uno stesso piano 
polare ; e a tutti i punti d'una generati'ice corrisponde uno stesso piano 
tangente, che passa per essa e incontra il cono lungo due rette coin- 
cidenti con essa, cioè un piano tangente lungo tutta la genei'atvice ; 
sicché ogni punto del cono è parabolico, tranne il V(irtice, che è un 
punto singolare (punto doppio). 

Di due rette coniugate una passa certo pel vertice. Ai punti di una 
stessa retta pel vertice corrisponde una stessa coppia di piani tangenti 
parabolici, la quale fa anche da cono circoscritto da ciascuno dei punti 
medesimi. A una retta pel vertice corrisponde come coniugata ciascuna 
retta nel piano polare di quella, ecc. 

I piani, che passano rispettivamente per due rette fisse del cono e 
per una stessa retta mobile del cono, formano due fasci projettivi. 

Viceversa: due fasci projettivi di piani, i cui assi s'incontrino, gene- 
l'ano un cono di 2° ordine mediante la retta comune a due piani cor- 
rispondenti variabili ; poiché il punto comune ai due assi preso come 
vertice, più un altro punto per ciascun asse e per tre posizioni della 
retta variabile, individuano un cono di 2" ordine (§ 6), il quale dunc^ue 
contiene tutte le posizioni della retta mobile. 
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23. Quando A ha la caratteìnstica due {fi perciò basta supporre 
nulli tre sudde termi Danti di 3° ordine, come ai osservò al e. V, § 2), 
Ze [13] si riducono a due indipendenti. Vi sono quindi oo punti come S, 
il cui luogo è la retta rappresentata da quelle due equazioni; e la 
quadrica è un cono, di cui ciascuno di quei punti è vertice ; vale a 
dire, la quadrica è una coppia di piani (reali e distinti o complessi- 
coniugati) secautisi lungo quella retta. In questo caso due delle semi- 
derivate sono combinazioni lineari delle altre due, e la f (se) si riduce 
a forma quadratica di due variabili. La F(m) risulta identicamente nulla. 

Quando A ha la cavatteHstica imo (e perciò basta supporre nulli 
sei fra i suddeterminanli di 2" ordine), ìe [13] si riducono ad una sola 
indipendente, e la quadrica è un cono con co^ vertici, il luogo dei 
quali è li piano rappresentato da quella equazione ; onde la quadnca 
si riduce a un piano contato due volte^ e si ha 

[17] t{x) - -i- f,.(«)'- K V^.-^cc, yZZ + x, y^, + X, Va,,)-- , 

cioè f(ic) riducesi a forma quadratica di una sola variabile. La V(u) 
è identicamente nulla. 

Inviluppo di 2" grado nello lapazio. - Classe. 

34. Bastino i seguenti cenni: 

Un inviluppo di 2" grado è l'insieme dei piani, le cui coordinate 
proiettive (o plitckeriane) u v te soddisfanno una eqttaaione di 2" grado 



Nove piani itidividuaìio un inviluppo di 2" grmlo. 

Usando coordinate omogenee u^ u^ ?% u^ , le equazioni degl'inviluppi 
di 1", 2°, ... grado sono forme algebriche quaternarie di 1", 2", ... 
grado eguagliate a zero. Cosi l'equazione di un inviluppo di 2" grado 
in coordinate omogenee è 

Un inviluppo di grado n ha n piani passanti per una retta ; e perciò 
dicesi di classe n. 
L'equazione 

[IJ ,(.)g)"-^2f(«)l + f(,0_0 

prova che im inviluppo di 2" grado è di 2" classe. I due piani di esso 

E. D'Ovidio. — Geometria analilUu. %\ 
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passanti per tuia retta possono essere reali e distinti, reali e coinci- 
denti, complessi-coniugati, secondo che 

[2] lAiii,nphi Pi.? < = > , 

dette Pis,... le coordinate radiali della retta. 

Una quadrica, considerata come inviluppo, è di 2" classe. 

Per v/n putito passano ce piani dell'inviluppo, costituenti un cono di 
2" classe. 

Se ^=1=0, in un piano vf^ii'^u'^u'^u'^ dell'inviluppo esistono oo 
rette ■per le quali passano due piani dell'inviluppo coincidenti con quel 
piano ; esse formano un fascio intorno a un punto, che dicesi apparte- 
nente all'inviluppo, ed ha per equazione 

L'insieme di questi punti è una quadrica, di equazione F(sc) = 0, 

L'inviluppo dei piani tangenti di questa quadrica ha per equazione ìa 
forma reciproca di F(x) eguagliata a zero, la quale, per la [5] del § 9, 
è AH{u) ^ 0, e quando ,4 =|= diviene f (w) = ; quindi l'inviluppo 
proposto t{u) = è costituito dai piani tangenti a questa quadrica 
FW - . 

Quel punto di un piano dell'inviluppo f (tt) = 0, che abbiamo detto 
appartenente all'inviluppo, è dunque il punto di contatto di quel piano 
col luogo F(x) = . 

In un piano qualunque w* esistoìio oo rette per le quali passano due 
piani coincidenti dell'inviluppo, ed esse inviluppano una conica. L'equa- 
zione di questa conica inviluppo è 

[4] f(u}f(«')-fQ=0. 

Piani coniugati. - Sistema polare. 

S3. Per una retta qualunqtie passarlo infinite coppie di piani ar- 
monici coi due piani dell'inviluppo passanti per la retta, e formano 
un'involuzioìie. I piani di ciascuna coppia si dicono coniugati rispetto 
all'inviluppo. La relazione ft-a essi è espressa dalla 

[5J fC')="- 

Se due piani sono coniugati, ciascuno passa pel polo dell'altro rispetto 
all'inviluppo considerato come luogo. JE viceversa. 
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Per una retta passano, in generale, due piani coniugati e perpen- 
dicolari. 
Se j1 4= 0, i piani coniugati di un dato piano (u\ u'^ u'.^ u'^ formano 

una stélla, il cui centro ha per equazione f ( ,] = . 



Se A^O, l'inviluppo di 3" classe determina una t 
proca {o involutoria), la quale non differisce dal sistema polare rispetto 
alla quadrica come luogo. 

Nel sistema polai'e, ai punti di una quadrica corrispondono i piani 
tangenti di una quadrica, e viceversa, ai punti di questa corrispondono 
i piani tangenti di quella ; alle rette tangenti di quella in un piano 
le tangenti di questa per un punto, e viceversa; a due punti coniugati 
rispetto a quella due piani coniugati rispetto a questa, e viceversa ; 
a un pauto e al suo piano polare rispetto a quella un piano e il suo 
polo rispetto a questa, e viceversa ; e cosi via. 

Caso della quadrica limite. 

36. Se A ha la caratteristica tre, i piani dell'inviluppo si distri- 
buiscono in 00 fasci, i cui assi giacciono in un piano e inviluppano 
tma conica. Questa dicesi quadHca limite o quadrica piana. 

Se A ha la caratteristica due, i piani dell'inviluppo si distnbuiscoìio 
in due stelle; e diremo che l'inviluppo si riduce a due punti, cioè ai 
centri delle due stelle. 

Se A ha la caratteristica uno, le due stélle coincidono in una, con,' 
tata due volte. 

Sistemi lineari di qnadriche. 

3'y. Siano date due quadricbe di equazioni f(ai)=0 f'{x)^-0. I 
loro punti comuni, soddisfacendo ad entrambe le equazioni, sono iniì- 
uiti e costituiscono una linea. Un piano ha comune con le due qua- 
dricbe due coniche, e queste lianno comuni quattro punti (XII, 30) ; 
sicché quella linea ha comuni col piano questi quattro punti e non 
aJtri ; perciò la linea dicesi non piana (sghemba, gobba) e di 4P ordine. 

Tutte le oo quadriche aventi per equazione generica ì.f{x)-i-X'f{x)=0, 
ove X : X' è un parametro arbitrario, hanno comune una linea sghemba 
di 4" ordine e nessun altro punto, e formano un sistema lineare sem- 
plice di luoghi di 2° ordine o fascio di quadriche (XII, 32). Per un 
punto assegnato dello spazio ne passa una individuata. 

Eguagliando a zero il discriminante di \t{x)'i-X'i'{x), si ha un'equa- 
zione di 4" grado in ì. : X', la quale porge quattro valori dì ì.:\'\ 
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sicché {§ 22) al fascio apparteogono quattro coni. Il piano pei vertici 
di tre di qn^ti coni seca il feacio di quadriche in un fascio di coniche, 
e precisamente quei tre coni nelle tre coppie di rette del fascio di 
coniche ; onde quei tre vertici sono mutuamente coniugati rispetto a 
ci^cuna conica, e quindi anche rispetto a ciascuna quadriea del fascio. 
Insomma: i vertici dei quattro coni di un fascio di quadriche formano 
un tetraedro autoconiugato rispetto a ciascuna quadriea del fascio. Esso 
è il solo autoconiugato rispetto a più di una quadriea del fascio. 

Ogni piano ha comune col fascio di quadriche un fascio di coniche, 
tra cui tre coppie di rette; quindi (§ 13) tre quadriche del fascio toc- 
cano un piano dato. E lo stesso segue (§ 20) dall'essere la forma reci- 
proca di Xr(x)-i-XTix) di 3" grado in \ : \'. 

SS. Dualmente: due quadriche {{u) = f{u) = hanno comuni 

00 piani tangenti, che costituiscono una sviluppabile di 4» classe, cioè 
tale che per ogni punto passino quattro di quei piani. 

Il sistema lineare semplice d'inviluppi di 2' classe di equazione ge- 
nerica Xf(u)-i->.T{u) = dicesi anche schiera di quadriche. Esse sono 
iscritte nella stessa sviluppabile di 4^ classe, ed una sola tocca uà 
dato piano. 

Alla schiera appartengono quattro coniche, come quadriche limiti (§ 26). 

1 loro piani formano un tetraedro autoconiugato rispetto a ciascuna 
quadriea. Ciascun piano della sviluppabile contenendo nna tangente dì 
ciascuna di queste coniche, e quindi il relativo punto di contatto, con- 
segue che le quattro coniche della schiera di quadriche giacciono sulla 
sviluppabile circoscritta alla schiera. 

Tre quadriche della schiera pacano per un punto assegnato. 

Non entriamo nell'esame dei casi particolari che può offrire la mutua 
posizione di due quadriche, poiché essi esigerebbero lunghe e minute 
discussioni, 

Esercizio 1. L'equazione dei duo punti cornimi alla retta P'P" ed alla quadriea 

od atieho 

E dualmente. 
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Ea. 2. L'equazione dei due pi 
quadrioa tix'j^fl h 

p(,0(„'>,+...)=-3p("1)k,. 

•0(1 antlie 



Gap. XVI ■ § 28 

tangouti coadotti per la retta ; 






£ dnalmeute. 

Es. 3. L'ec[uaaione del e 
■e quella della conica com 



ino circoscritto alia quadvioa fi[j!)=0 dal punto (k,...), 
ne alla «luadi'ica e al piano ("[..-), souo 



.^(^■■)~-ir..)=-\ 



La retta P'P" è seeautu, taugeute, esterna alla quadrioa f{j;)=^0, aecondocliè il 
2° meinljro fi negativo, nullo, positivo. Giace sulla quadvioa, se il piano tangente 
per essa è ùidetenuinato, cioè se la caratteristica ilei determinante è 4 ; e al- 
l'aopo basta ohe siano nulli tre suddeterminanti dì 5° ordine tali clie il 1° 
ablria un indice conrane col 2° e l'altri) col 3". E dualmente. 

Es. 5. Bi lia 

t n : 



E(»')E(«")-I'| 



(i)- 







Per la retta ti'ti" si possono oondurre dne piani tangenti reali e distinti, reali 
« coincidenti, complessi- coniugati, alla quadrimi F(i() ^= 0, secondoeliÈ il 2° membro 
è negativo, nullo, positivo. La retta giace sulla qnadrica nelle condizioni accen- 
nate nel precedente esercizio. 

Es. 6. Una. relazione fra due retto coniugate P'P" Q'Q", oiipurc Ti'n" p'p", ri- 
spetto alla qnadrica f(s) = 0, fe 



E dualmente. 
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Es. 7. Le coordiuate assiali p',^,... della retta eouiugaii rispetto ilU ina 
dliua {(x)^0, con la retta ili coortlinat* radiali r^^ ,... sono proinrziomh ■ille 
derivate dì ^Aiii^raritifpq liapetto a ''la !■■■ ^^"1 P""^ '"'is sono piojjoizionali 

alle derivate di SAhf.pgphippq . E dnolmente. 

Es. 8. Una relazione iia due rette coniugate rispetto alU qaadina t(x)^^0 e 



S^Si,r! 



■.rpq^ 



^■ihi.pqphlp'pq =" , 



E diiai mente. 

Es. 9. Formare l'equazione che determina i punti di eoutatto della quEidrica 
l'(a;) = eoi piani tangenti condotti per una retta di date coordinate. E dualmente. 

Ea. 10. 

i M 

! n 

.( 



KK">'\\, -[«,«>M, [«.«V'M. -["■, 






le coordinate del puEto e 















x-\ 


'■4 


X, 


x\ 


x\ 


A„ 


-' 


JT, 


x\ 


x'\ 


'iu 


j 



Si noti che ^Ji^x'jj!",] ,,.. sono lo coordinate de! piano ] 
a, ..., x\ .,., x", ... E dualmente. 

Es. 12. L'equazione della qiiadrica polnrc-reoiproc 

,(«)_0 i! 



:i tre punti di coordinato 
(li fix) = rispetto a 



F{p,W.f»-f.W-f»ì=0. 



Es. 13. Nove coppie dì punti piani coniugati individuaiio la quadrica. Del 
pari tre coppie di rette coniugate. 

Es. 14. Due terne di rette uscenti da un punto, e tali che ciascuna retta di 
una terna sia coniugata al piano delle altre due, giacciono sopra un cono qua- 
drico. Su questo esiatono od teme cosiffatte (Besse). 

Es. 15. Due terne di piani, coniugati rispetto a una quadrica e passanti per 
un punto, sono taaigenti ad uno atesao cono quadxioo. Esistono 00 terne di piani 
coniugati, tangenti a questo cono. 

Ea. 16. L'equazione di una quadrica circoscritta al tetraedro dei piani «, = , 
K ^ , X. = , x, = h 
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£ dualmente. 

Es. 17. L'egaaziouo dì mia iiuailrica tangente agli spigoli del tetraedro dei 
piani K, = , ... è 

a^x^ + ... — 2a,u^m.^x.^— ... ^0 oppure -^4- ■■■ — 2-^-^ — ... = . 

E dualmente. 

Es. 18. L' eciuazione di iwa qiiadrica, rispetto a cui il tetraedro dei piani 
3^1 = 0,... sia anto coniugato, h 

E dualmente. 

Es. 19. L'ei^uazione del cono, che projetta dal punto (0, 0, 0, 1) la conica co- 
mune aJla quadrioa f(iii) = e al piano {'(i!V'j"4)> ^ 



e analogamente pei j (10 0) E dnalm 

Es. 20. Se due ttcadi tomgt ptto m quadrica, ogni 

c[uadrica olle passi p tt d I ■* j nafte àpi nm nente. Ed ogni 

qnadrioaolietoccljis te d U 1 f t h à 1 iiiia t (Hesee, CreUe, XX). 

Es. 21, Dati dae tefeciedi mg ( t a jiadi oiasouna feccia 

dell'uno seca i tre sp g 1 d li Itr ti dal Tti i 1 di essa, in tee punti; 

e i dodici punti così ttntiipteg donq adr E d almente {Chaales, 
Ap. Mai., nota 32). 

Es, 22. Dtie tetraelr gti ptt dunqid n sono omologici, 

ma le quattro rette hunsc ti mlbipi-t;, jno ad una qna- 

drioa rigata. Anche I i tfcr tte mun L m I gh ■appartengono ad 

nna qnadrica rigata (Ci Us An 1 O g XIX) 

Caso di un tetraelr tt 11 g t ntt (.B bilUei; ih. XVIII; 

Mobiiis, Baryc. Cale ) 

Ea. 33. Quattro r tt li mlie ifTì tto 1 d tte che le secliino 

tutte. Se queste du m d d 11 [ tt tt tocca la quadrica 

rigata individuata doli Itr t S ^ d d e ne saranno in- 

finite, e giaceranno m J^ In 

Es. 2i, Se in du la pjtt IpniI 1 tlde coppie di piani 

eoriispondenti sono 1 i d Uà quadrioa ge- 

nerata dalle rette iit ll5au id ]! nque può ridursi 

alla forma 

(.,», + ...) (.>', ...)-(«>•, .,.) (.,., ..,)_ . 
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Es. 21). L' ei|Uiizioiic della (juadiici imlLviiliiiita <lil. U'u retto (li coordirato 
0-,,,...) (%,...)((,,,...) è 

Es 26 Lb tre dnf,onali dell esagono fiimxt la lei rette di ima qinlrita 
in ordine aaseguato emcoiiono in nn punto Q lesto tì in bnea ietta e 1 inum 
oomniie ai piani degli angoli di posto dispaii e col punto omuiie ai iiani degli 
augoli d pc^to 1111 E dinlmente 

Et*. 27. L'equaaioue 

x'- + 2,v^ + ays — 2r/i — Gjì + 7i( + tìs + 7 ^ 
wpprestiita ini «Olio di Yudko (1, — 2, 1), paisantc per la retta (j; ^ 0, )) = ti)* 
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CAPITOLO XVII. 

Proprietà diametrali delle g.uadriclie. 



Alcune forinole. 

§ 1. Allo studio delle proprietà metriche delle quadriche si prestano 
più docilmente le coordinate eartesiane dei punti e le plttckerìane dei 
piani; e perciò noi le adotteremo nel capitolo presente e nei seguenti. 

Siano x^ iCj x^ le coordiDate cartesiane dì un punto rispetto a tre 
assi X, Xj X3 di origine 0; l'equazione della quadrica sarà 

{{x^ [Cj iCj X)=a^iX,^-{-ct^s^^^-^a2)Xs^-^2a,^x^X2-+-2a,^x,x.f-h2a^.^x^Xj 
-+-2a^^x^'i-2a^iX^-i-2a^^x^'^a^i=0 . 

3. Fra i suddeter minanti di 3" ordine del discriminante -4, quello 
che avi-à un ufficio pifi importante è jÌ.j,. Esso è il discriminante della 
forma quadratica ternaria 

{{Xi x^ Xs Q)^a^^x^''~\-a2^^'\-a3^x^''-{-2a^^x^x^-+-2a^.^x^X3-\-2a^^x^x^ 

= lahpXtiXp (fi, P = i-ì2, .3), 
ftp 

le cui semiderivate sono S^{x^ x^ x^ 0), i^{x^ x^ x^ 0), fjCx, x^ x^ 0). 

Sovente, per brevità, denoteremo con B questo^j^ , e con B^^ B^^ ... 
i suddeterminanti complementari di a^^ a,^ ... in esso (cioè 4,,,;^, 
^i,i,ji, ...). Sarà 



akiBki -+- 


ahìBki 


-+- ai.ìBkì = 


B, 


a/iiBii -+- aicìBm 


-t- ai,-iBa = 


--0, 


1 -B/* 
1 Bk<i 


Bir 


= ± Banp 





ove hik , })qr sono due permutazioni di 1 2 3, della stessa classe diversa. 
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3. Qui si presenta la forma quadratica teraaria reciproca della 
i(x^ x^ x^ 0), che è 

u, tu ì 



eoa le sue semiderivate 

Gft(i() = BhiU) -+■ Bi&u-> H- B!,-xii-i (ft = 1, 2, 3 

e con la bilineare 



«ffl--"' 



- B^^{u^u'^-\-u^ii\) ■ 



È facile anche verificare l'identità 

4. Un'altra forma quadratica ternaria, che si presenta nello stadio 
delle relazioni metriche, è la già nota (IX, 9) 



*(ar)=*(aii x^ x.^)=Xi^-^ìs^-ì-x^^' 



U-\-2tlì,.X.X^-+-2(lin^„X^ . 



ove Wjs =- cosXjXj '= (Ojj ,..,, e talora pon-emo anche w^i=cosXiX^-=l,.,. 
Le seniiderivate sono 

'Ihix^ x^ scj) = (,mxi -+- wi,sxi -\- m3X3 ('« = 1 , 2, 3). 

Il discriminante & 

I 1 Wi» f^is I 
Q = (0,;^ 1 w,3 = Scn^\-,XjX3, 



(') So ^ = , si ha 
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e i sudde tenni nanti complementari degli elementi di Q sono 

Iìi2=Wj3(03,— tOj3=senx,X3senXjX3Cos4j^, ,..., 
ove ili denota il piano x^x^ , ecc. 
Con <I>(ai} si pi'esenta anche la bilineare * ,] . 

5. È pure già nota (IX, 10) la forma reciproca di 4>(a;): 
; «i u^ Wj 

con le sue semiderivate 

¥,,(«) == fi,,,Mi -h Qftsita H- iÌM*(3 (ft =-■ 1, 2, 3) , 

e con la bilineare f f , . 
Per assi ortogonali è Wj^ = ,..., = 1, 0,, = 1 ,,.., Q^^^O ,-.-, 

Invarianti. 

C Quando si passa da tre assi cartesiani x^ x^ Xg ad altri tre 
X[ Xj Xj, indicando con afi iCj % e X, X, X^ le primitive e le 
nuove coordinate di un ptinto qualunque, sappiamo che, nel caso par- 
ticolare che l'origine sia la stessa, la forma 't(x, x.^ x^) si trasforma 
nell'analoga, cioè si ha (IX, 14) 

[1] X^^-t-X^^-hX^ ^-^-2ra^^^X^-+-2 ràj^X^X^-^ÌW^sX^-C^ 

=Xi^-hZ,^+X3^-h2w'j,X,X^+2to',3X,X3-i-2w',3XjX3, 

ove w'i5^cosX|Xj,... ; e indicheremo con £/, 0\, ,... gli analoghi 
di lì, 0,1,... 

Vogliamo ora indagare l'effetto della trasformazione delle coordinate 
su t(x^ x^x^l) ,A,B , ... 

Il caso piià semplice è quando i nuovi assi sono pai-allelì ai primitivi. 
Allora dette ìp', x'^ a/.^ le coordinate della nuova origine, si ha 

x^ = X^^ x\ tcj = Xj -I- x\ te, = ^3 -H x\ ; 
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e sostitueEdo ad x, x^ a;, queste loro espressioui nella f{x, x^ x^ 1), 
essa si trasforma nella seguente 

-+-2{a^^x\-^-a^^\-^-a^sX':i-i-a^^X^-^-2{a^lX\-\-a^^x\-+-a^!ic\-^-a^f)X2 
-+■2(a3^x\-^-a^^x\-\-a2^x'^-^-a3^)X^-\-t(x\ x\ x\ 1) = ; 

adunque : ■ quando si trasforma la funzione {(Xj x^ x^ 1) mediante 
s una traslazione degli assi, i coefficienti dei termini a 2° grado nella 
« trasformata sono gli atessi che nella primitiva, i coefficienti dei ter- 
a mini a 1" grado sono Je derivate parziali della primitiva in cui si 
< siano sostituite le coordinate della nuova origine, ed i! termine co- 
■ stante è tutta la funzione primitiva in cui si siano sostituite le coor- 
' dinate della nuova origine ». 

Precisamente come nel caso delle coniche, sì dimostra che il discri- 
minante della funzione trasformata è eguale a quello della primitiva. 

T. Quando invece si tien ferma l'origine e si mutano le direzioni 
degli assi, si lia 

«« = ^mXi ^- o^,,>X2 -H «^3X3 (ft = 1 , 2, .5), 

e per effetto di tale sostituzione la {(x^ ccj x-^ 1) si trasforma in una 
funziono di 2" grado in X, X^ X^ : 

a\,X,^ -+- a'^^X^" -+- «33X3^ -+■ 2a\^X^X^ -h ^a'^^X^X^ -+- a^'^jX^Xg 
-I- 2a\^X^ -+■ 2a'^^X^ -+- 2a's^X3 -+- a\^ ; 

anzi, essendo x^ x^ x^ omogenee in X^ X, X3 , è chiaro che i gruppi 
dei termini di 2° e 1" grado nella {(x^ tCj x,^ 1) si trasformano rispettiva- 
mente nei grappi analoghi; sicché si avrà identicamente 



'■' ^ ì ^=o'„Xi'-f-«'2jX/-i-«'33X3^+2«',iX^X3+2M',gXiX3+2a'33XjX3 , 



Aggiungendo alla [2] la [IJ moltiplicata per un'indeterminata p, 
si ha la nuova identità 

(ctii -f- p)x,' ■+■ («ìì -I- Pìx^" -+- («33 -+- pW 

-+- 2(a^j -H a\^p)XiX^ -+- 2{n,g -+- tOj3p)a!,a;3 -t- 2(a^ -+- m^^)x^Xs 

=, (a\, ^ p)X,= + («',, -+- p)X,= ^ (a'33 + pW.' 

■^2{a\, -h to',^)X,X, -H 2(a'ij -t- a)\^p)X^X^ -f- 2(a'^^ -f- w'.jPJXjXa . 
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Se un valore di p è capace di acindere il 1" membro in due fattori 
di 1" grado in x, x^ x^ , ponendo in questi fattori le espressioni di 
x^ a;, X3 mediante X^ X^ X^, i due fattori restano di 1" grado in 
X, Xg X^, e il 2" membro risulta egoale al prodotto di questi due 
tattori di 1" grado in X^ X^ X^ per quel medesimo valore di p. Ma 
i dae membri sono due forme ternarie quadratiche, e la condizione 
percliè una tal forma si scinda in due fattori di 1° grado è che si 
annulli il suo discriminante; dunque gli stessi valori di p annullano 
i discriminanti dei due membri. Ora il discriminante del 1° membro, 
eguagliato a zero, è 





1 


«■31 -+- «3lP 


«3i+W, 


3sP %» + 


P 


1 








equazione d 


i 3 


" grado in 


p, che si 


. sviluppa 


in 










[4] 
ponendo 


1- 
-1- 


ilp^ 
B^i -t- -B33 ■ 


+ Dp^ + 


-1- 2B,.,M,, 


^0; 


,-4-2as 
2B33W, 


sfijs 


C 


D 


Similmente 
l'equazione 


il 


discriminante del ', 


2' membri 

G'p -+- B' -- 


= 


iguagliato 


^' 





ove D' C" B' sono gli analogici di i> C if. Dunque i coeflìcientì dei 
termini simili nelle due equazioni sono proporzionali, ovvero 



' iì ir Q il' Q il' ' 

8. Supponiamo da ultimo che si mutino l'origine e le direzioni degli 
assi. Possiamo decomporre questa trasformazione in due, prima traspor- 
tando gli assi primitivi parallelamente iìno a passare per la novella 
origine, e poi mutando la direzione degli assi intorno a questa. Ora 
abbiam visto che la prima trasformazione non altera i coefficienti dei 
termini a 2° grado, né certo altera gli angoli degli assi; sicché i primi 
membri delle [5], che dipendono solo da quelle quantità, risulteranno 
gli stessi, sìa che si costruiscano coi coefficienti dell'equazione primi- 
tiva sia con quelli della trasformata. Abbiamo poi dimostrato che per 
effetto della seconda trasformazione sussistono le [fi] ; dunque esse sus- 
sisteranno quando si muti cosi l'origine come la direzione degli assi. 
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Si osservi inoltre che, se allora la funzione a^^Xj^-i-...-^a^^ diviene 
a',iX|^-i- ... -i~a'^^, si Ila l'identità 

«„^i= + - -^ («44 ^^)- «'li^= + - ■+■ («■., -^ ^) , 

qualunque sia a ; or se è rnillo il discriminante del 1" membro, questo 
eguagliato a zero rappresenta un cono, e quindi anche il 2" membro 
eguagliato a zero rappresenterà un cono, e quindi sarà nullo iì discri- 
minante del 2° membro ; cosicché uno stesso valore dì e soddisfa alle 
due equazioni 

A^Bi; = ^' + ^7 = 0, 



[6J 


Q 


Q' 


Insomma: la frazioni 








A B 
H 


C 
iì 



il 

coìiservmio rispettivamente i loro valori dopo ogni trasformazione di 
coordinate cartesiane in cartesiane. 

Si enunciano i risultati qui ottenuti, dicendo che queste frazioni 
sono invarianti metrici assoluti di {(x^ x^ x^ 1). 

Si noti che B C D dipendono soltanto dai coefficienti dei termini di 
2» grado. 

Si noti inoltre che, essendo fi positivo, i segni di A B C TJ si con- 
servano nella trasfortnazione di coordinate. 

Anche il segno di F{m) si cons&i-va\ poiché, se {x, ... 1) è il polo del 
piano {u^ ... 1), si ha F{u)=-k^AS^x), il cui 2" membro conserva il segno. 

Incontreremo sovente l'equazione in p dianzi adoperata. La indiche- 
remo con A(p) = 0, ponendo precisamente 

Le sue tre radici saranno anch'esse invarianti assoluti (dipendendo 
soltanto dai coefficienti, che sono invarianti i 



y Google 



Gap. SVII - 


§ 8, 9, 10 


3»5 


el caso particolare che sia 5 = 
= si scinde nelle due 


1 , una radice è nulla, e 


l'equazione 


p = , ^(p) = p' 


D C 
"^ Q P "^ lì " ■ 




3V assi ortogonali si ha 






rt„-Hp 


«,S «13 




à{p) = a„ , 


^JS -1- P %3 




%( 


%3 «33 -1- P 




C=-Sn-t--Sas-t-B,, , 


, /)=«„+ «.,, + rf;5^ . 





Piani diametrali. 

0. Per non rinunziare alla omogeneità, adotteremo coordinate earte- 
siane e pluckerianc omogenee x^ a?j se^ x^, m, Mj m^ u^. 

Affinchè un punto di coordinate cartesiane x^ -.sb^ ìCj : x^ x^ : cc^ 
vada all'infinito, è necessario e sufficiente che nUa coordinata divenga 
infinita, o quindi che sia x^ = 0; cosicché per coordinate cartesiane 
omogenee di un punto all'infinito possiamo assumere «i «^ «3 0, essendo 
arbitrarie «^ «j a^; e possiamo chiamare a^ a^ «^ coordinate omogeTwe 
della direzione cui quel punto all'infinito corrisponde. 

Per ogni punto della retta coadotta per l'origine In quella direzione 
si ha 



Sarà ajj =0 l'equazione del piano all'infinito. Le coordinate plilcke- 
rìane del piano all'infinito saranno tutte ti'e nulle; e per coordinate 
pliickeriane omogenee di esso potremo assumere 0, 0, e un numero 
arbitrario (non zero). 

XO. L'equazione del piano polare d'un pvmto all'infinito («, *j«aO) 
rispetto alla quadrica f(x) =0 è, sotto varie forme (XVf, 16), 

'(:;::::o')=°. '{:)-». 

a,f,(a,) + »,f,(x) + a,f,(x)-0, 
«,t.W-,-x,f,W + ie,f,WH-=;,f;(a)«0, 
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Questo piano biseca tutte ie eorde dirette a quel punto; e però: il 
luogo dei pimti medi di jmi sistema di corde parallele è un piano. 
Esso dicesi jjjfmo diametrale; e precisamente (XVI, 19) è coniugato a 
ciascuna di quelle corde, ed anche alla loro direzione. 

È manifesto che la conica secondo cui il piano seca la quadrica, e 
che dieesi conica diarìietraU, è la curva di contatto della quadrica con 
un cilindro di 2° ordine, che ha le generatrici nella data direzione, e la 
cui equazione è 



m 



In particolare, al punto (a, 0) corrisponde il 

così via ; sicché le equazioni 
. ] fi (x) = 4 (x) = fj (x) - 

rappresentarlo i piani diametrali coniugati agli assi delle coordinate. 

Centro. 

H, La 3* equazione [1] mostra che gli as ^ piani diametrali, in ge- 
nerale, passano per un medesimo punto, determinato dal sistema delle 
equazioni [2]. Del resto è chiaro che tutti i piani diametrali, avendo i 
poli nel piano all'infinito, passano pel polo del piano all'iniìnito. 

Questo punto evidentemente biseca tutte le corde che passano per 
esso ; onde è centro di simmetria, e può dirsi centro della quadrica 

Considerando la matrice dei coefficienti delle [2] 



abbiamo che, se ^^41=^=0, le [2] foraiscoao per a!,:x_^ x^:x^ x.^:-, 
un'unica tema di valori finiti; dunque: se ^^^=1=0, ossia -B^i=0, 
centro è unico e al finito, ed ha per coordinate cartesiane 
[4] A^, A^ A^ 

^44 ^, Ai 

od anche per coordinate cartesiane omogenee 

[5] A^^ ^24 ^4 -^44 (*)■ 



(") Lo coovdiiiiitc oi'iliuarie del centro, imuiiUauilo lo ilBi.'ivatie della funzione 
f (:i, Ij ij 1), son quelle che possono rendere ([neatii massima o minima, Qnando 
la funzione A (.? ) nella successione dei anoi coeffloienti offre tutte \ 
segno (o tutts permanenze), si ha il massimo (o il minimo). 
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Del resto il centro è il polo del piano all'infinito; siecliò le sue 
coordiLate si possono ottenere ponendo u^ ^0 u^^O u-j^O nelle 
espreasionì delle coordinate del polo di nn piano qualunque (XVI, 17), 
e si trovano appunto le ora ottenute. 

L'equazione del centì-o è 
[6] -4i4 w, -H .4^4 Ms + -4siW3-l-/l4, 1(4 = 0, ossia Fj ((t) = 0. 

Sono da notare le seguenti identità: 
["] f'. Kf Ai -^34-^44) = ('' = 1;2,3), 

[8] f4 (^1, ^44 ^34 A,^ =^ a^4 4,4 -f- . . . = A, 

[9] f{A,^ ^2f ^4 -^44) = ^11 fi (^14 -^84 Al Ai) -i---- = AA,„ 

[10] ti^2 2 ? J ^=xJ,{A,,A,_,A^,A,,)^... = Ax^. 

È pure da notare che, se ^44 -i= e /l = 0, cioè se la quadrica è un 
cono, il vertice ne è il eentro. 

13. Sg A^^^=0 senza che tali siano A^^ A^^^ A^^, il centro è unico, 
ma all'infinito nella direzione {A ^^^A^^A^^). I piani diametrali si secano 
a viceniia lungo rette tutte nella suddetta direzione. 

Se le caratteristiche della matrice di A^^ e della matrice [3] sono 
eguali a due (al che basta supporre nulli ^44 ed uno degli altri A,^ 
Aj A4)) 1® '•'■'^ equazioni [2] si riducono a due distinte, e quindi tutti 
i piani diametrali passano per la retta l'ap presentata da due di quelle 
tre equazioni; allora la qiiadrica nwcì co centri allogati suuna retta. 
Ogni piano per questa retta secherà dunque la quadrica in una coppia 
di rette parallele, e però la, quadrica si ridurrà a un cilindro. Quella 
retta ne sarà l'asse; cioè sarà il luogo dei centri di tutte le sezioni 
piane del cilindro. 

^e la caratteristica della inatrìce [3] è uno (al che basta supporre 
nulli cinque sud determinanti di 2° ordine), le tre equazioni [2] si ri- 
ducono ad una sola, e vi saranno co ' centri allogati in un piano, che 
quell'equazione rappr^enta. Ond'è chiaro che ia (quadrica si scinderà 
in due piani paralleli, equidistanti rispetto al piano dei centri. 

Se da ultimo la caratteristica della matrice [3] è zero, cioè se son 
nulli tutti gli elementi della matrice, le tre equazioni [2] divengono 
indeterminate, e ogni punto dello spazio ì'a. da centro. Ciò è d'accordo 
col l'atto, che allora l'equazione della quadrica diviene «44X4^=0 ovvero 
x^^^O, e rappresenta il piano all'influito preso due volte ; ora su una 
retta ogni punto può essere considerato come medio fra i due punti 
(coincidenti) all'infinito della retta stessa. 
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13. Ogni piano che passi pel centro è diametrale; poiché ha un'e- 
quazione del tipo fi], od anche poiché ha il polo all'infinito. 

Le coordinate della direzione coniugata ad esso piano si ricavano da 
tre delle 

[llj f, («) = ^u, U («) - 7«. fa f«) = ^^h f4 W - ^«, . 
e si trova (§ 3) 
[12] «, : a, : y-, : -. - G^'O : G[,00 : Q^v) : B . 

Punti aU'inSìnito dellii quadrica. 

141. Siccome pei punti all'infinito è ic^ =- 0, cosi: 

è l'equazione del cono di 2" ordine die projetta dall' origiìie i punti al- 
l'infinito della quadricM. 

Sia ^i,=i=0 e j4-n3- Essendo allora il centro unico ed al finito, non 
cado nel suo piano polare (che è il piano all'infinito); dunque: se 
À^.^^=<i e 4=i=0, il centro non cade su-lla quadrica, e il piano all'in- 
finito è secante o esterno, ossìa ha comune con la quadrica una conica 
non degenere, reale o iinagiaaria. 

Se la conica all'infinito è iniaginaria, allora la qnadrica è una 
superficie chiusa, e dicesi ellissoide. Vedremo che essa può eseei" reale 
imaginaria. 

Se la conica all'infinito è reale e non degenere, allora la quadrica è 
eerto reale, e si estende doppiamente all'ìnilnito, e dicesi iperboloide (*). 

Il eentro iteli' ellissoide è interno, nell'iperboloide esterno. 

Se ^,j=i=0 e j4 = 0, Ja quadrica è un cono, le cui rette sono reali 
o imaginarie, come quelle del cono dell'equazione [13J. Chiameremo il 
cono di rette reali iperbóloidico\ il cono di rette imag'inarie col solo 
vertice reale ellissoidico. 

IS. Nel caso ^^,^0 e j1-1=0, il eentro è nel suo piano polare (al- 
l'infinito), e quindi il centro è sulla quadrica, e il piano all'infinito è 
tangente alla quadnca nel centro; allora la quadrica è reale, e dicesi 
paraboloide. Il piano all'infinito ha comuni con la quadrica due rette, 
reali e distinte o compi esse-coniugate. Se le due rette all'infinito sono 
complesse, il paraboloide dicesi ellittico; se reali, iperbolico. 



(") Trattautlosi di eouielio all'infinito, 
iperboli parabole; ma solo in reali e 
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Per un paraboloide, il cono [13] degenera nella coppia di piani che 
pi-ojettano dall'origine le due rette all'infinito del paraboloide. E in- 
fetti allora, essendo nullo il rtlseriminante A^^ della {(x^x^cc^O), 
questa si scinde in dne fattori Jineari ed omogenei in x^ x^ x^, ì quali 
egoagiiati a zero danno le equazioni di quei due piani. Adunque : ììcI 
l'equazione d'un pa/i'oboloìde i termini a 2" grado in x^ x^ x^ for- 
maìto il prodotto di due fattori lineari distinti. 

16. Nel caso j1j, = e A^O, la quadHca diviene tvn cilindro. Un 
cilindro è ipeì-bolico, paì-abolico, ellittico, secondochè le due rette all'in- 
finito sono reali e distinte, reali e coincidenti, eomplesse-eoniugate; 
e quindi secondocbè una sezione fetta nel cilindro con un piano (non 
parallelo alle generatrici) è una iperbole, una parabola, un'ellisse. 

Nell'equazione d'un cilindro parabolico i termini a 2" grado in 
i«[ x^ x^ formano il qìiadrato di una forma liiieare. 

Il cilindro può degenerare in due piani, reali e distinti, o reali o 
coincidenti, o complessi-coniugati. 

In particolare, i due piani possono esser paralleli; e pnò uno dì essi, 
o l'uno e l'altro dileguare all'infinito. 

17. È uso chiamare quadriche centrali o a centro gli ellissoidi, 
iperboloidi e coni, percliè hanno un centro unico al fluito. 

Sull'ellissoide non può giacere alcuna retta reale (poiché la retta si 
estende all'infinito) ; e però ogni punto dell'ellissoide è ellittico (XVI, 13). 
Le coniche sezioni piane dell'ellissoide son tutte ellissi, i-eali od imagi- 
narie, anche degeneri (nei piani tangenti). 

Di iperboloidi vedremo poi che ve n'è di due sorta: 

L'uno iperboloide ha i punti iperbolici, ed È doppiamente Hgato e 
egheìnbo. Esso ammette ellissi, iperboli, parabole, anche degeneri, ma 
reali (poiché ciascuna retta della superficie seca un piano qualsiasi 
in un punto reale). Cosicché rispetto a questo iperboloide ogni punto 
che non gli appartenga è esterno. 

L'altro iperboloide ha ì punti ellittici; onde non contiene rette reali, 
e contiene eDìssi reali o imaginarie od anche degeneri, iperboli, parabole. 

Come l'ellissoide, cod anche il paraboloide ellittico non contiene 
rette reali, e però Jki, tutti i punti ellittici. Contiene ellissi reali o 
imaginarie od anche degeneri, e parabole. 

n paraboloide iperbolico ha tutti i punti iperbolici, ed è doppiamente 
Hgato e sghembo. Esso ammette ipei'boli e paraljole, anche degeneri. 

Presenta poi la particolarità, che: tutte le rette di un sistema sul parabo- 
loide iperbòlico son parallele a un medesim.o piano; poiché i piani per 



y Google 



340 Gap. XVII - § 17, 18 

ciascuna di queste rette e por quella retta all'infinito (dell'altro sistema)- 
cui si appoggiano souo paralleli. Quindi segue ancora che: le rette di 
un sistema segnano sulle, rette dell'altro sistema punteggiats simili. 

Diametri. 

18. Consideriamo una giacitura, ossia la retta all'infinito in un 
piano qualunque e nei suoi paralleli. La retta coniugata di quella retta 
(XVI, 18) sarà il laogo dei poli di essa rispetto alle coniche secondo 
le quali i detti piani secano la quadrica; vale dire che: il luogo dei centn 
di un sistema di coniche, sezioni piane parallele fatte in una quadHca, 
è una retta; la quale si chiama il diamfi.tro coniugato con ciascuno dei 
piani di quelle sezioni, o anche con la data giacitura. 

È chiaro che, fra i detti piani, quello che passa pel centro ha il 
polo all'influito sul diametro, ond'è il piano diametrale coniugato con 
la direzione del diametro. È chiaro inoltre che i piani tangenti nei 
due punti comuni ai diametro e alla quadiica sono coniugati al diametro. 

A ognuna delle oo ^ possibili giaciture corrisponde un diametro, e 
gli 00 ^ diametri passano pel ceìitro della quadnca. 

Considerando la reità all'infinito in au piano diametrale (o nei suoi 
paralleli) e il punto all'infinito del diametro coniugato (o delle rette 
coniugate a quel piano), scorgiamo facilmente che quella retta è polare 
di questo punto rispetto alla conica all'infinito della quadrica. 

Nel paraboloide tutti i diametri sojio paralleli, e ciascuno seca la 
quadrica in un punto al fluito ed in uno sfesso punto all'infinito (il 
centro). Il piano all'infinito fa da piano diametrale coniugato coi dia- 
metri dei paraboloide; e i piani paralleli ai diametri hanno 1 loro dia- 
metri coniugati nel piano all'infinito. 

Per ottenere le equazioni del diarnetro coniugato con una data gia- 
citura (WiiSsMs), si osservi che, se (x^ ...) è un punto di questo dia- 
metro, il suo piano polare ha appunto la data giacitura, onde i coeffi- 
cienti delle coordinate variabili nella sua equazione sono proporzionali 
a % % w,; e però 

[uj f,(»l _f.W_f.W ^ 



Ogni retta, pel centro è un diametro; poiché ad essa corrisponde un 
sistema di piani paralleli, secanti la quadrica in coniche di cni quella 
retta contiene i centri. 

Ogni punto diverso dal centro è centì-o di una conica delki quadnca; 
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e precisamente deila sezione prodotta dal piano che passa pel punto 
ed è coniugato al diametro passante poi punto, 

Cono asintoto. 

10, Dal centì'o si possono tiro/i's oo ì-ette tangenti alla quad/fica 
{XVI, 14). Esse lianno i punti di contatto all'infinito, e perciò son dette 
asintoti della quadrica. Oli asintoti costituiscono un cono di 2" ordine, 
■circoscritto alla quadrica secondo la conica all'infinito di essa: il cono 
asintoto della quadi'ica. 

Il cono asintoto è reale o imaginario (ma col vertice reale), come 
la conica all'infinito. Evidentemente esso nei paraboloidi si riduce al 
piano all'influito contato due volte; nel cono è il cono med^imo. 

Il cono asintoto è anche l'inviluppo dei piani tangenti alla qiiadrica 
condotti pel eentro {XVI, 16), e quindi tangenti nei punti all'infinito 
■della quadrica: piani asintoti. 

Ogni piano pel centro ha comuni col cono asintoto due rette, che 
sono gli asintoti della conica comune al piano ed alla quadrica. 

Ogni piano pel centro e tangente al cono asintoto avrà comuni con 
la quadrica due rette parallele alla retta di contatto col cono. 

L'equazione del cono asintoto si ottiene da quella del e. XVI § 14 
ponendo A^ A^ A^^ A^^ invece di o^^ x\ x\ x\. Essa è dunque 

i(A,,A,,A,,A,,){(x,x,x.x,) — {r.'- ^' ^^ *!* )=0) 
j. 21 ^1 «- \ i i j 4/ yA^^A^^A^^A^^/ 

che per le [9] a [10] si riduce a 

[15] A,J(x)~-Ax,^^^0, ov%'cro f{x)~--—-x^^ = 0; 

A 
sicché si deduce dalla f(a^) =- mutando solo a., m a,, 7- . 

Ogni piano diaìnetrale per la quadrica è tale ancJie pel cono asin- 
toto, ed ha una stessa direzi'jTifi come coniugata. 

De! pari : ogni diametro della quadrica è diametro pel cono asintoto, 
ed ha una stessa giacitura come coniugata. 

Piani diametrali coniugati e diametri coniugati. 

so. Due piani diametrali sono coniugati, quando il polo dell'uno 
sta sull'altro, e quindi viceversa (XVI, 25); cioè quando 11 diametro 
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coniogato all'uno giace nell'altro, e viceversa; ovvero quando l'uno 
biseca un sistema di corde parallele all'altro, e viceversa. 

OioHcun piano diametrale ne lia oo coniugati, formanti fascio intomo 
al suo diameti'o coniugato. Fra essi ve ne ha, in generale, ano per- 
pendicolare al piano dato. Due piani diametrali coniugati rispetto alla 
quadrica son tali anche rispetto al cono asintoto. Ciascun piano asin- 
toto conta sé stesso fra i suoi coniugati. 

Per ciascun diametro passano oo coppie di piani diametrali coniu- 
gati j esse costituiscono ima involuzione quadratica, i cui piani doppi 
sono quei due piani asiiitoti che passano pel diametro; sicché i piani 
di una (jualiiiique coppia sono armonici rispetto a questi due piani 
asintoti. Fra le co coppie ve ne ha, in generale, una di piani perpen- 
dicolari fra loì-o. 

a 1 . È facile vedere che il piano diametrale coniugato con un dia- 
metro è secato dalle singole coppie di piani diameU-ali coniugati pas- 
santi per quel diameti-o secondo le oo coppie di diameti-i coniugati 
della conica che quel piano ha comune eoa la quadrica; ed è secato 
dai due piani asintoti passanti pel diametro stesso secondo gli asin- 
toti della conica suddetta. Per ogni piano non diametrale, ma coniu- 
gato con quel diametro, vale la stessa proprietà, così rispetto alla 
quadrica come al cono asintoto. 

Laonde tutte le sezioni fatte da piani paralleli, sia nella quadrica 
sia nei suo cono asintoto, hanno gli asintoti nelle stesse direzioni; il 
che basta (XIV, 17) per concludere che: le sezioni fatte, sia nella 
quadrica sia nel cono asintoto, da una serie di piani paralleli sono a 
dv,e a due omotetiche. 

33. La condiziouo analitica affinchè due piani diametrali siano 
coniugati si può ottenere osservando che, se (a, «^ a^), {^^ Pj ^3) sono 
le direzioni coniugate ad essi, cioè se («^ «5 a^ 0) e {^, p, jS^ 0) sono le 
coordinate dei poli dei due piani, questi due poli devono esser coniugati; 
e però (XVI, 15) la condizione di coniugio di due piani diametrali è 



V, |3, P, 0/ 



o,.f(-)-o. 



Insistono co ' terìie di piani diametrali coniugati, tali cioè che cia- 
scuno sia coniugato al diametro intersezione degli altri due, e quindi 
ciascuno (e suoi paralleli) sia secato dagli altri due secondo una coppia 
di diametri coniugati della conica che esso ha comune con la quadrica. 
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Duo piani diainotmli coniugati passanti per aa diametro qualunque, e 
il piano diametrale coniugato con questo, formano una terna di piani 
diametrali coniugati, 

33. Diremo diametri coniugati due diametri tali, clie l'uno giaccia 
nel piano diametrale coniugato all'altro, e quindi viceversa; sicché 
ogni diaìnetro ne ha <x> coniugati, formanti un fascio ne! piano dia- 
metrale coniugato. 

Ciascun asìntoto conta sé stesso fra i suoi diametri coniugati. 
Tre piani diametrali coniugati determinano intersecandosi una t&ima 
di diametri coniut/ati. Due qualunque di questi sono diametri coniu- 
gati nella conica secondo cui il loro piano seca la quadrica, ed anche 
nel cono asintoto (*). 

24. Ciaficnn piano diametrale, passando pel centro (polo del piano 
all'infinito), è coniugato al piano all'influito. In conseguenza: il piano 
all'infinito é secato da una coppia di piani diametrali coniugati in una 
coppia di rette coniugate rispetto alla conica all'infinito; é secato da 
una coppia di diametri coniugati in una coppia di punti coniugati 
rispetto alla conica all'infinito; é secato da una terna di piani diame- 
trali coniugati in un trilatei-o autocouiugato rispetto alla conica all'in- 
finito. Lo stesso vale per ciascuna conica sezione piana del cono asintoto. 

Tre piani diametrali coniugati e il piano all'infinito fiarmano un te- 
traedro autocouiugato rispetto alla quadrica. 

35. Le proprietà dei diametri potrebbero anche ricercarsi, partendo 
dall'equazione che determina i vettori dei punti in cui una retta per 
l'origine seca la quadrica. Possiamo assumere le coordinate a^ a.^ «^ 
della direzione della retta in guisa che, se x^ a:^ x^ sono le coordinate 
cartesiane e f il vettore di un punto della retta, si abbia 

x^ = «ip x^ = «jP X3 = «jp ; 

allora il punto starà sulla quadrica se f (a^p «j,o «3P 1) = 0, ossia 

Questa può dirsi equazione polare della quadrica. 
Se si rifiette che l'origine é arbitraria, questa equazione prova: che 



(*) Si fe JQ queato senso clie si giustifica la (leuomiaaEione ili diametri oouiugati ; 
poichfe rispetto alla (Luadrioa la tetta oouiogata di uii diivioetro è all'iufluito. 
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la quadrica è di 2" ordine; che og^ii punto è centro di un fascio di 
corde ivi bisecate, e qaindi centro di nna conica posta sulla quadrica; 
che il luogo dei punti medi di un sistema di corde parallele è un 
piano; che questo piano passa per un punto fisso; che da ogni punto 
escono oo rette secanti in un punto almeno all'infinito; ecc. 

Dalla stessa equazione si deduce che: se da due punii fissi escono 
due stelle di raggi, i prodotti dei segmenti, che la quadrica determiìia 
su due faggi pm'aUeli di esse, soìio in rappoì-to costante. È notevole 
il caso che uno dei due punti aia il centro. 

Piani diametrali principali e diametri principali. 
Quadrielie rotonde. 

36. Cerchiamo se esista qualche direzione, che sia perpendicolare 
al piano diametrale suo coniugato. 

Una tale direzione ed un tal piano diametrale chiameremo princi- 
pali, come pure un diametro la cui direzione sia principale. Ed è 
chiaro che un piano diametrale principale sarà piano di simmetria (nor- 
male) per la quadrica. 

Per semplificare il procedimento senza ledere la generalità, delle 
conclusioni, supponiamo per poco gli assi ortogonali: allora le coor- 
dinate di una direzione («^ «^ «j) sono proporzionali ai coseni degli 
angoli che la direzione fa con gli assi; e poiché nell'equazione del 
piano diametrale coniugato con quella direzione, 

1.1] fi(«) ^1 ■+■ U'^) ^s ■+- U'') ^ì -^- U.'^) ^i = 0> 

i coefficienti di x^ x^ x^ sono proporzionali ai coseni degli angoli che 
la perpendicolare al piano dall'origine fa cogli assi; ne segue che la 
direzione sarà perpendicolare al piano diametrale coniugato quando i 
detti coefficienti saranno proporzionali ad a, «,; a^, ossia quando per 
un conveniente valore di p si avrà 

VA f,(«) = -p«. f,w = -p^, f3(«)^-p=,,. 



'Ò^i^ 


- «1S«2 


-F< 


7|5«3 


= 


(«.. 


+ pK 


-H( 


"*23«3 


= 


«3,«, 


,^{a. 


13-1- 


P)«3 


= 0. 



Or queste tre equazioni lineari omogenee in a, «^ a^ devono coesi- 
stere per valori non tutti nulli di «^ «^ a^; dunque dovrà esser nullo il 
loro determinante, cioè 
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i(p). 



Questa equazione di 3° grado in p si sviluppa nella 
ovvero nella 



[6] 



-i(p)=p-'-f-(«„- 



+ «3,)p^+ (iì,,+Bj,H-2y,,ìp+i?=0, 



3'7. L'equazione i(p) = dà per p tre valori p, p^ Pj . Sostituendone 
uno qualunque nelle tre equazioni [3], esse si riducono, in generale, a 
due indipendenti, dalle quali si ricavano i mutui rapporti di «; «j a,. E 
ciò accade quando la radice in questione fa acqtiistare al determinante 
[4] la caratteristica 2. 

Una radice almeno dell'equazione di 'i° grado dev'esser reale: ad essa 
corrispondono valori reali dei rapporti di «^ «^ «3 ; cosicché esiste al- 
meno una direzione principale, e quindi esiste almeno un piano prin- 
cipale. 

I due piani diametrali coniugati e perpendicolari, condotti pel dia- 
metro principale coniugato al piano principale ora determinato, sono 
coniugati anche ad esso. Quindi ciascuno di questi altri due piani sarà 
perpendicolare al diametro suo coniugato, secondo cui l'altro seca il 
primo; e però questi altri due diametri e questi altri due piani saranno 
anche principali. Dunque: ?« quadrica ha tre piani principali reali, i 
quali costituisccmo una terria di piani diaTuetrali coniugati e perpenr 
dicolari a due a due; ed ha tre diametri principali reali, i quali costi- 
tuiscono waa tema di diametri coniugati e perpendicolari a due a due. 
In generale, questi piani e diametri sono i soli principali, e queste 
teì"ne di piani e di diatnetH mictuamente coniugati e perpendicola/i'i 
sono uniche. 

I diametri principali sono gli assi di simmetria ortogonale della 
quadrica, e però si chiamano anche assi della quadrica. 

Le coniche, secondo cui i piani principali secano la quadrica, si 
dicono principali,- ciascuna ha per assi due assi della quadrica. 
Vertici si chiamano i punti comuni agli assi ed alla quadrica. 

Indichino à,^(p), ^^fip), . . . i suddeterminanti complementari degli 
elementi a^^ -t- p, «^ , . . . nel determinante [4], ossia 

^n(p) = («32 -t- P) («3= ~i- P) - «33' = p'-h (ffljs H 



àdP) = 



-K 



~ P) «ss 
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Se le radici dell'equazione d(p) ^ fanno acquistare al determi- 
nante [4] to caratteristica due, una diresioìie priìwipaU qualunque (t 
deteìininata dalle proporzioni 

[7] a,:a,:,,- 

i„(p) : A„(p) : A„(p) _ A„(p) : A» : A„(p) - A„(rt : A„(p) : A.,(f.) , 

ove p è v/na delle radici di i{p)=0 ; od anche dalle 

rs] «,:.,:«,-i/a;S) ; V'\M ■■ VTSF) , 

diicdo ai radicali segni convenienti. L'equazione del piano priouipale 
corrispondente è la [1], od anche la 

[9] «, {p5c, — a,,x,}-\- «5 [px^ — «j^x J -4- «3 (pxj — a, ,x,) = 0, 

che se ne deduce mercè le [2]; e le equazioni del diametro principale 
corrispondente sono due qualunque delle seguenti: 

[lOJ «,f,(a^) - x,?,(x) = ^M^) - «/,(=.) = 

«/,(a.)-«,f,(a.) = 0,.... 

Si osservi che, indicando con i'{p) la l'' derivata di A(p) e derivando 
la [5], si ha 

[11.1 ^'irì = ■i„(p) -+- à,,{p) -+- \M. 

Si osservi inoltre che, indicando con :: nn fattore arbitrario, per 
ogni radice di A(p) = sì può porre 

ca,^ - A„(p) , 

ed allora si ha pure dalle [7] 

a«,«,=i,,(p), a«,«,=i,3(p), -<=Ì..(P). ^*.«3-A„(p), ^a,'=AJ,p) ; 

or se si vuole che «^ a, a-, siano i coseni degli angoli di una direzione 
principale con gli assi coordinati, allora a,^ ~ì-a^^ -j-a^^ = 1; onde, mol- 
tipllcando per a, risulta 

38. Dall' esser reale almeno una radice dell'equazione d(p) = 
abbiamo dedotta l'esistenza di un piano principale, e quindi degli altri 
due. Ora osserviamo che a radici eguali corrisponderebbero piani coin- 
cidenti; e però le tre radici sono in generale distinte. Inoltre, ad ogni 
piano principale devono corrispondere valori reali di «^ «a «3 j e quindi 
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uo valor reale di p, per le [2], Dunque: le tre radici dell'equazione 
A(p) = sono reali e distinte^ quando ciascuna fa prendere al deier- 
minaTite [4] la caratteristica due. 

Si gi,unge alla medesima conclusione osservando che, se a p^ pg cor- 
rispondono le direzioni («i«2«3) {^i^'^^sì, si La 

(p -p.) (»A+«,P,+".« - (p,",-P.+-..) - {p,P,.«i+-) 

--«»,«., .,0)P-...+ f.(P,P,p,OK + ..._-f(p + fQ-0; 

ora, se p, fosse complessa, si potrebbe supporre pj sua coniugata, e 
quindi anche ^^ |3j ^^ coniugate di «, «^ a^; ma allora sarebbe p^ — p^ =!= 
s *i ^i > 0, «5 Pa > 0, «3 ^3 >• 0; eosiccliè l'ultima relazione non sarebbe 
soddisfatta. 

SO, Può darsi che una radice p, dell'equazione i (p) = 0, sostituita 
nelle equazioni [3], le riduca ad una sola indipendente. Ciò accade 
quando per p^ pi il determinante [4] ha la caratteristica 1. 

Essendo allora ^i,(Pi) = '^si{pi) = ^asCPi) ^ > s^i'à W^^ 
A'(p^) = ; onde segue che p^ sarà radice doppia (almeno) di d(p) =0. 

Ridacendosi le [3] ad una sola per p^Pi, vi sono <» direzioni prin- 
cipali; e le rette condotte per l'orìgine in tali direzioni formano nn 
fàscio nel piano che ha per equazione una delle 

[12] ia^^^p;)x,+a,,x,-^a,^x.,^0, . . . 

Gli w piani diametrali principali coniugati a coteste direzioni for- 
mano evidentemente un fascio intorno al diametro perpendicolare a 
questo piano. I c(«eni degli angoli di questo diametro con gli assi 
sono dunque dati dalle proporzioni 

C131 »,:=■.:«,-(«.■ -)-?■):»,,:",. ; 

e le equazioni di questo diametro sono due qualunque delle 

[li] («u-HPx)f.W-«,.f,(^) = 0, («u-i-Pi)fJa^)-«i.fi(^) = 0, 
a,,t^{x)~a,J,{x)^0,... 

Ogni piano perpendicolare a questo diametro ha comune con la qua- 
drica una conica dotata d'iniìniti diametri principali, e quindi un 
cii-colo; laonde la quadrica è rotonda o di rotazione, e questo diametro 
è l'asse dì rotazione. 

Il piano diametrale perpendicolare al diametro medesimo sarà an- 
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ch'esso principaie. E la radice p^ di i {p} ^ cui esso corrisponde 
sarà diversa da p, , e però semplice. L'et-iuazioce di questo altro piano 
principale sarà una delle 

tl5] (o„ -+- p,) f, ix) -+- a„ f, (x) -i- «,, f, (x) = , . . . 

Le 6 equazioni lineari in p^; 

\-, (Px) = 0, &,, (p;) = 0, A., (pj = , 
\2 (P,) - Ì33 (Pi) = 0, A,3 (pj - A., (pj - 0, A., (p,) - A,,(p,) ^ 

dovendo coesistere, si hanno le condizioni compendiate in 

[16] 

e si ha pure 

_- -^« _ :^i _ :^ _ -^38— -^33 __ ^33— -Bj. _ i?u— ^Si 
«23 '^'Si "li "32 «33 '^ÌÌ-~^II «11" «i2 

Ma, iiflìnchè un valore di p riduca il determinante [4] ad avere la 
caratteristica 1, basta che sia Aj3{p)=-0, A3j(p)=0, A,j(p)=0 (giacché 
da Aj3(p) = 0, A3|{p) = segue Aj3(p) = 0, e cosi via) ; eliminando 
quindi p da queste tre equazioni, si ottengono le condizioni 

. . I n,, (u, «,„ I B,, B.,, B,, 

!«*) I bÌ bÌ bI h"' •'"'"' t^t-t' 

come surtìclcuti all'uopo. 

Riepilogando; se ima radice pj dell'equazione A fp) = fa acquistare 
al determinante [4] la caratteristica uno, al che sono necessarie e suf- 
ficienti due condizioni (p. e. le [Ì8J), l'equazione Ita quella radice p^ come 
doppia e un'altra pj come semplice; allora la quadrica è rotonda, e 
l'asse di rotazione è un diametm; tutti i piani per l'asse di rotazione, 
nonché il piano diametrale perpendicolare a questo, sono principali; 
l'asse di rotazione e tutti i diametri ad esso perp&ndicolari sono principali, 

30. Resta ad esaminai'e il caso che una radice di A (p) = renda 
la caratteristica del determinante [4] eguale a zero, ossia che ai annul- 
lino tutti gli elementi di esso: 

«n ■+■ P = 0, a-ia -+- P = 0, «33 -I- p = 0, «33 = 0, 03, = 0, a^^ = 0; 
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il elio equivale allo cinque condizioni indipendenti 



La radice in questione (come nel caso precedente) annulla A'{p); e 
siccome la 2=- derivata è A"(p) -= 2(«i,-i-p) -+- 2 (a^^-i-p) -+- 2 (l%^^-p), così 
quella radice annulla anche A"(p); laonde è radice tripla di A(p) = 0. 

Adesso «1 «j fflj sono affatto arbitrari; e quindi ogni direzione è prin- 
cipale, ogni piano diametrale è principale, ogni diametro è principale 
ed è asse di rotazione, ogni conica diametrale è circolo. Insomma, la 
quadrica è una sfera, e l'equazione ne è 

[20] a (a;/ -4- te/ -f- x^^) -+- 2 (a^^ x^ -^a^a)^^ o^, x^) x^ -t- «„ ai/ = . 

Adunque: se wna radice dell' equcizione A(pì = fn acquistare al 
deteì-mÌTiante [4] la caratteristica sevo , ansia se sono soddisfatte le 
cinque condizioni [19] necessarie e sufflcisnH; alloì'a V eqiiosioìie A{p) = 
ha una radice tripla, la quadrica è una sfera, e tutti i piani dia- 
metrali e i diametri sono principali. 

31. Le proprietà dei ^loli e dei piani polari, delle rette coniugate, 
dei piani diametrali e dei diametri non soffrono sostanziali modifica- 
zioni nella sfera ; solo che cittscun piano è perpendicolare al diameti-o 
che va al suo polo, e quindi due rette coniugate sono ortogonali, 
ciascun piano diametrale è perpendicolare al diametro coniugato, ecc. 

Ne segue ohe : due piani perpendicolai-i si possono definire come 
due piani diametrali coniugati nspetto a qualunqtte sfera die abbia 
il centro nella loro retta comune; un piaìio e v/na retta perpendicolari 
si possono definire come un piano diametrale e il diametro ad esso 
coniugato rispetto a qualunque sfera che abbia il centro nel loro punto 
comune; ecc 

Una sfeia ha comune co! pnno illmflmt» un circolo imaginario. 
Oli il cono che piojetta dali ondine questo circolo ha per equazione 
la [20] m CUI -iia posto 5, = ", cioè 

M] ,- + ,, +,, _o 

che e mdijend nti, da coefiìcienti dUla [20] Dunque: tutte le sfere 
dello spazio hunnj m comune un medesimo elicalo imaginario all'inr- 
finito, ed esso è ti luogo dei punti cicltcì di tutti i piani dello spazio. 
Lo chiameremo assoluto o Umìie dello spazio 
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Il coìto che projetta l'assòluto dall'origine ha per equazione 

<Ì> {Xy Xi X^) = 0. 

Due rette ortogonali hanno i punti all'inlinito coniatati rispetto 
all'assoluto; e Yicevcrea. 

Due piani perpendicolari hanno le rette all'infinito coniugate rispetto 
all'assoluto ; e viceversa. 

Ogni quadfica che passi per l'assoluto è ima spira; giacché ogui 
piano ha comune con la qimdriea una conica passante pei due punti 
ciclici di esso, cioè \m circolo. 

Due sfere concentriche hanno lo stesso cono asintoto, e quindi hanno 
uno stesso piano tangente in ciascun punto dell'assolato. 

Se una retta e un piano sono perpendicolari, il punto all'infinito 
dell'una e la l'etta all'infinito dell'altro sono polo e polare rispetto al- 
l'assohito ; e viceversa. 

32. 1° Quando la quadrica è un paraboloide {B - - A^^ == 0}, l'equa- 
zione .i(p) = si scinde nelle due 

p = 0, *(p) = p' -f- (Oh -f- «23 -+■ a,3) p + (i',1 -+- B,^ + /J,,) = 0, 

filie forniscono tre radici reali, in generale distinte. 
Ora per p = le tre equazioni [3] divengono 

[22] o,.,ia^ -I- n/,2aj -+- a,,z(x^ = (ft = 1, 2, 3} ; 

ed essendo nullo il loro determinante B, se la caratteristica di B ò 2, 
determinano una direzione principale 

[23] ^, : «, : 3^= Bm : B,,2 : B„3 = l X, ■ l' X". ■■ ì^ ^. 

dando ai radicali segni convenienti. 

A questa direzione corrisponde un piano principale, la cui equazione 
riduoesi a 3^,^=0; cioè il piano all'infinito. Non tenendo conto di 
qurato, esistono, in generale, nel paraboloide due piani principali e 
un diametro principale o asse. La direzione di questo asse e di tutti i 
diametri del paraboloide è appunto fornita dalle [23]. 

Siccome quando B = (ì e p =|= le [3J, moltiplicate per Bn, Bth 
/l's/i e sommate, dfmno 

124| Biha^ -^ Biua, H- Bn^., -- 0, 

ovvero per le [23] 
[25j a, \'b^, ^a,\'B^^^'x,, yBl, = ; 
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cosi l'eqUEUiionc di uno dei due piani principali è una qualunqno delle 
seguenti : 



[26] 



f.M f,(«) !,(x} 
Su Ru B,i, 



SAX) f,W f.W 

l/i;; yìs;. i/kT. 



(27; 



Le equazioni dell'asse del paraboloide sono 



1/57, I/IQ VI}- 



Il paraboloide ha un sol veHice; cioè il punto al lìnito comune alla 
quadi'icaed all'asse. Il piano tangente nel vertice, essendo perpendicolare 
all'asse, lia per coordinate V~Bi,,yB^^,\/B^2, it^; ove u,, è deter- 
minata dalla equazione 

F {\/^, y^,, y^„ u) = 0, 



oude 

f(\/'b^, v~b^, yiìz, 0} 

Dunque : le coordinate del vertice Bono espresse da 

F. ! vur. VST, ^'5^ - - - " (! 5i£5kl5i. 



2 [A; 



4i y B.,^'^A-^_^y'B,^\\ 



per h = 1, 2, 3, 4. 

Si può osservare che l'ultimo denominatore vale 

33. Quando, essendo S = 0, per una l'adice di A(p)=0 diversa 
da zero la caratteristica dei determinante [4] è 1, questa radice è 
doppia, e il paraboloide è di rotasione intorno al suo asse. 

Allora si verificano le condizioni [18] e le altre del § 29, e le equa- 
zioni dell'asse sono quelle ivi date. 

Glie se è la radice zero quella per cui ciò avviene, ossìa per cui la carat- 
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teristica di iì ò 1, allora zero è radice doppia; e siccome f (a^^ a-^ a;^ 0) 
diviene un quadrato, così la quadrica è un cilindro parabolico. 

Da ultimo, se la caratteristica di .B è zero, tutte le radici di .i(p)=0 
sono nulle ; allora 

f (a;) -= (2ai4ÌC, + ^a^^x^ -+- 2a3^X3 + au^t) x^ , 

e perù la quadrica si scinde in un piano al finito e nel piano all'infinito. 

Sul digerì mi uà nte di A{p}. 

34. Le proprietà algebriche delle equazioni lineari [2] o [3] in 
a, «3 «3 e della equazione A{p)==0 si estendono facilmente al caso di n 
variabili. 

Data una forma quadratica di n variabili f{x)='S,ahpXuXp , si pongano 

hp 

le equazioni lineari t\(x)-+-px,^0,..., f„(ic) -i- p3;„ = 0, le quali coesi- 
stono quando p è ia radice dell'equazione 



Si dimostra, come per ra = 3 iu fine del § 28, che le radici di questa 
equazione sono reali; che sono distìnte se rendono la caratteristica del 
determinante eguale a n — 1 ; che una radice è doppia se rende ia 
caratteristica del determinante eguale a n — 2 ; e così via, 

3:3. Del resto, per discutere le radici dell'equazione di 3" grado 
A{p)=0, si può prescindere dalle [2], adoperando il discriminante dì A(p). 
A tal uopo ricordiamo che, se 

è un'equazione di 3" grado a coefficienti reali, il suo discriminante 
(cioè quella funzione dei coefftcienti, il cui annullarsi è la condizione 
perchè due radici dell'equazione divengano eguali) si può porre, fra le 
altre, sotto la forma: 

] KPi^—S'lhl'i) ^lhP3—PiP2 j . 

e le tre radici saranno: reali e distinte, se questo discriminante è pò- 
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sitivo; reali, ma due egusili, se è nullo; una reale e due oomploase 
coniugate, se è negativo. 
Ora nella d(p) =- si iia 

i'o = 1 j Pi = «il -■- "li ■+- «:i3 - l'i =■'- ^11 ->"■ ^n -+- ^-.a ! Pi ^ -O ; 
e però 

Ì'i'-%ol'3=(«ii+«ie+«J'-3(-Bu+-B..+A.) 

=ai^'+«jj^H-(T33^ — ^'i^'^sB — '^3'^' 11 — "i l«^s^-3ffli3'-l-3n3l ^-1- 3 «j j* 

=3V-3«3i'^3«i/^s-K=-«33)'^-^K3-«n)''+^a-("ii-".e)', 

Pj^— 3i)i^3=(Sii-H-Bj,-l-B33)=— 3(«ii-l-«;sM-a33]B 

=3(«ii-Bii-)-«,,35j3-(-a33B33-h2flj,Bj3-h2«.3,B3^-!-2rtjjJ?,;) (**) 

=6«,3Bj3+6a3,S3^-l-6«is5^3+{«,j— fl33)(Ssj— 5^3) 
-t^{«33-«ii)(^33-fiu)+(«ii-«^s)(-Bi,--B.,); 
sicché il discriminante diviene 

che è evidentemente quel che chiamasi i! quadrato della matrice 
«.al/e" «3J/6" «J6 «,,-«33 a^^-a,, a„-a,, | 

eseguito per orizzontali; e quindi è eguale alla somma dei quadrati 
dei 15 determinanti di 2" ordine ottenuti combinando a due a due lo 
sei veiticali di questa matrice, cioè 

''\Z Zh^'ÌZ Zl^^'ÌZ Zi' 



|3I] 



(*) Per l'ultima identità del e, XVU ij 2. 
C) Per lii 1" identità del e. XVII § 3. 
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-*- " ! X 'C-S.. r*' ! s: i-x !"*' I b" z^,. 1' 

I,'c3Esi"e il discrìnimaEte r.iif. scniiaa di quadrati di qiumtita, reali, 
di coi in generale nessuna, 6 ■.ir.lla., prora tid caitberanaa che esso è 
;jOiitÌT!;, e quindi cha la A(p) =-^ 7ut hi gt:t:::.--ah le tre racUci reali n 
d-iiìtiiif--. 

3G. Vogliamo iotsmto raoatrare cnr.io il numero di questi quadrati 
d possa alìbassai'e successi vameute a IS, 10, 7. lu primo luogo, i tre 
aitimi determinanti Bono eguali, perdio ciaacv.iio eguaglia la. 



tó ciò riduce a uno i tre ultimi quadrati, ecl a 13 la totalità dei qua- 
drati. In secondo luogo si ha, denotando con ì:i\' una dello permutazioni 
12'à, 231, 312, 

1?^ S'~B,t |=-{«<A^^-«,7-B..)-K«.■«-e,.-^«,,5,s) 

= akiBhk — muBki = — „ ; 

I B)!h Old I 

le quali relazioni riducono ai primi tre il 4", 1" e 10" quadrato, e 
quindi a 10 il numero totale dei quadrati. In terzo luogo si lia 

Irti* «U' — ahk\ l ffJi (Hih — au i^ I «;fi m — aiiì: Il rtM ahi I 

\Ba B<,n—Bui.y\Bm B,^,-Bìì\'~ | B,,, Bìì—BhA\B!:u jSmI' 
e quadrando e sommando, 



■|B,-* i?fts— 5/jJ " "IBìu Bi,u—Bu\ ~~\Bi,hBi,\ \B.ì,Bii-^-B|,k-~2B^k\ ' 



• I ■*■% 



delle quali relazioni introduce un sol nuovo quadrato al posto 
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di 'Ino, (iiiindi riduce a, 7 il mimerò totale dei ([nadrati. L'espressione 
ridotta del discriminante diviso per 3 ò dunque allora 

37. Ora esaminiamo il eaoo sìie due radlei dall'^riiLazioiiQ .l(p)=0 
divengano eguali. Per questo b condiziono nocssaarUi o Finfiìcionte che 
il diseriminaate sia millo, e quindi elie siano siuìll ':\xt'^ [ r^ -sterminanti 
i cui quadrali lo componfjono. 

Questi determinanti bì aou formati combinando a due a due le ver- 
ticilli rìellii matrice [M]; e poro indicheremo con (12) qiic^llo formato 
dallo verlicali 1* e 2", g così via. Or si supponga (12)= e (23)=0. 
Allora nella matrice (123) sarft, com'è ceto, (31)=0. 5 siccome si è 
visto che (12)=— (36), (23)=— (14), (31)=~(25;; co^ sarà (14)=0, 
(25)=0, (36)=0. Ora essendo (12)=0, (14)=0, nella matrice (124) sarà 
(24)=0; ed essendo (12)=0, (25)=0, sai'à (15)=0. Dal pari da (23)=0, 
(25)=0 segue (35)=0, e da (23)=0, (36)=0 segue ■26)=0; ed ancora 
da (31)=0, (36)=0 segue (16)=0, e da (31)=0, (Ì4)=0 ye.^ue (34)=0. 
Finalmente da (14)-0, (15)=0 segue (45)=0; da (14)--0, (16)=0 
segue (46)=0; da (15)=0, (16)=0 segue (56)— 0. 

Insomma: perchè si annulli il discrhniìiante di .i(p)j oBsia perchè 
l'equazione A(p)^0 abbia una radice doppia, è necessario e sufficiente 
che si a/nnullino due determinanti detta matrice [M] formati con le tre 
prime verticali. 

3S. Quando infine l'equazione A(p)=0 lia una radice tripla, allora 
(visto che perchè l'equazione j/i^p' -)-...= abbia una radice tripla lo 
condizioni necessarie e sufficienti sono 

Pi^—'^P<,lh = '^7 7V— %ift =0. ^P^Al—Pdh^^) 
dovrà essere 

3a,s'+3fl3,=+3ffl,2'+^Ks-«33Ì'+5(«3.-«i>)'+-^(«ii-«!ì)'=0 , 
3Bì,^-^3/J3,-^ 3S.j=+ \ (B,,~B^,y^ j (B^.,~B,,y^ i- (Bj,-B,,)'=0 , 

Ga^^B^3-i-Ga^,B^i-+ ^«is-^is 
+(a,,-«,,;(-B,,-S,,)+(r(,,-«jj:53,-S„)+(fr„-'y,,)(S„-«,,)=-0. 
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Ora la prima condizione si acìnde nelle 

G, verificate queste, risalta diiaramente 

sicché restano veriflcate anche le aUre. Adnnque: U coiidisiom neces- 
saHe e sv-fftcienti pei-chè l'equazione A{p)=0 abbui mia radice trijjla soìw 



Ancora dei piani principali. 

39. L'equazione A (p) = 0, che risolve la questione dei piani prin- 
cipali, è qui applicata al caso di coordinate ortogonali; ma noi sappiamo 
(§ 9) che le sue radici non variano per trasformazione di coordinate. 

Né la ricerca dei piani principali, quando le coordinate sono obli- 
que, è guari più complicata ; poiché é facile vedere cho le condizioni 
di perpendicolarità fra una direzione («^ «j a^) e il piano diametrale 
coniugato souo in generale 

ahi «I -I- ai& «s -l- au-ì 'H= — 9 {">id «i -i- ">h% 'J.^ + ">>,?, «,<) (ft = 1, 2, 3) , 

ovvero 

[1] («M -!- OJM p)«, H- i<m -H w.,g P) «, -H {a,,i -+- m-6 pK = (a = 1, 2, 3); 

onde l'equazione in p 



m 



che è appunto la A (p) ^ col fattore positivo Q. 

Per ogni radice di questa equazione si Ita una direziono principale, 
quando essa radice fa assumere al determinante [2] la caratteristica 2. 

Le radici Pi pj Pg della A (p) = sono sempre reali, e iu generale 
distinte. 

Quando la caratteristica del determinante [2] è 1 per una radice p^ , 
questa è radice doppia. Allora p^ riduce ad uua sola le [1]; identificando 
p. es. la 2* con la 3', si ha 
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esseado 7 un fattore incognito; or da qvieate tre equazioni (lineari in 
Pi, PjJ e t) ricaviamo 



Tenuto conto dei vari modi analoghi per ottenere p,, troveremo clie: 
le cinque condizioni, equivalenti a due indipendenti, affinchè la qua- 
d/i-ica sia rotonda^ consistono nella eguagliarne^ dei rappoì'ti 

Bill "Hi -H Bh^iiiS -+■ B,iì Wi3 



indicando con hi una disposizione binaria degli indici 1, 2, ,'f. 

Quando la caratteristica del determinante f2] è zero per nna radice 
di d (p) = 0, questa è tripla, ed è 



e però le condizioni perchè l'equazione f(x) = rappresenti rtna sfera, 
in assi obliqui, sono 

ovvero l'equazione tipica della sfera è 

[7] ffl * (a-j iCj x^) ■+- 2 (a^^x, -h a^^x^ -+- ci^jX^) x^ -+■ a^^x^^ = 0. 

OsseiTiamo anche che nel caso del paraboloide {B = 0) la [25] § 32 
diviene 

vr«n Vb. y bJ 

e le equazioni dei due piani principali e dell'asse si modificano in con- 
seguenza, 

40. Per formare l'equiizione complessiva dei tre piani principali, 
anziché moltiplicare le loro equaiitoni separate, couvicn procedere 
come segue. 

Siano le coordinate ortogonali : dalle [3] § 26, moltiplicate per Bn,, 
-Bìh, -SsA (/i^1,2, 3) e sommate, si traggono le equazioni 
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( (-'^n + p') »i + ^i2»ì -^ -^13«S = 

( Bjjai -t- B^^a^ -1- (5,j -4- p') % =- 0, 

ov'è posto p' == i3 : p. 

Ora qneste eqiia£;ioiii differiscono dalle [3] § 26 solo per lo scambio 
di «n . . . ia -Bji . , . e di p ia p'=5 : p, e devono dare per «j Oj «j 
gli stessi valori che quelle; vale a dire che i piani principali della 
nostra quadrica f(a^) = sono paralleli a quelli della quadrica 
A.{x) = G (a^i x^ scj) -1- '2X^x^x^-+2X^,x^-^2\x^Xi-\-lx,^^=.G , 
qualunque siano X^ X^ X^ X; ed anzi coincideranno con questi piani, 
se si suppone !a seconda quadrica concentrica alla prima, il che si 
fa ponendo 

Aft {A^, A^, A^, A,,^ = {h = 1, 2, 3) 



e lasciando X arbitrario. 

Gli stessi piani saranno principali anche per ogni sfera concentrica 
alla quadrica data, p. es. 

y,{^)--{Au^i—AiiXA?=i^,v>3^-A^iX,f-i-(A,,x^—A.,,x,f—E^x,^=ii, 

qualunque sia E. 

Insomma, se un punto («i--.) è in un piano principale della quadrica 
f(a^)=0, le tre oqiiazioni 

coesistono per valori non tutti nulli di a, a^ a.,; e per conseguenza : 

_0(») 
5 l'equazione complessiva dei ti'e piani principali. 



f.W f,{x) W) 
A,(aj) A,(ai) A,(x} 
■U") Xii") x,(tc) 



(") Questo determiniuite è VJacobUino o deterininanie fmmmtiU fjji), A(3!), x(.^)- 
Il fattoio A^^ comune » Xi(*) XsC^c) %(*) Può sopprimersi. 
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4 1 , L'equazione divicDe illusoria nel caso di un paraboloide (A^^=0). 
Ma allora alla 2' delle [2] può sostituirsi la [25] § 32 (*); e per x (a^) =0 
può prendersi una qualunque sfera che abbia il centro sull'asse, per 
esempio nel punto comune all'asse ed al piano polare dell'origine, 
plinto individuato dalle [27J § 32 e dalla f4(a;) = 0, e che quindi ha 
per coordinate 

onde potremo porre 

XW = (yiX, — y.x^f -+- iì/>x, — ìj,x;f -+- {y,x^ - y,xj' — R^x,\ 

Avremo cosi por equazione complessiva dei due piani principali (al 
finito) 

f,(aT) U^) f^(x) 

'/.Mi ~/iii^) y.i{^) 

V'b;, i/-^ (/:«; 

43. Nel caso che le coordinate si suppongano oblique, i procedi- 
menti ora esp(Sti non cessano di conduiTe allo scopo; solo bisogna 
introdurre nelle formole nuovi termini con la scorta del § 39. Noi ci 
limitiamo ad accennare quale funzione vada sostituita a A{x). 

Moltiplicando le [1] g 39 per 

Gi(w„ltO,,sWM) G,Ki W;,2 Wy,3) G, (wM tO„2 tO,3) 

e sommando, avremo 

H- - (w;,i a, -H W/,2 «, -h W/,3 «3) = 0. 

P 

Queste tre equazioni provano che i piani principali della quadrica 
f(a;) =0 sono paralleli a quelli delta 

A(^) = G{1 «., <^„W + . . . + 2 g( ^^^ "'^^ 2'^ ) a.^ X, + . . . 



(*) 111 altre parole puf) a 
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qualunque siano )., X.^ X^; anzi i piani prinoipali saranno gli stessi 
se si scelgono X^ \^ J., in modo che ìe due quadriclie siano concentriche, 
cioè se si pone 



/ tUJd Mi,2 til/i3 \ . ) 



Insomma può assumersi 

2 / aJ^-t-Wjja^g-i-WijCCa, (Dj^aj^+iCj-KDjgajg, w^^tCj-f-Wj^a^B-HCg \ ^ 

-+- Xx,\ 

Couiche di una ^uadrìca. 

43. Delle coniche esistenti su una quadinca abbiamo già discorso 
più volte; ora intendiamo di trattarne con maggiori particolari e 
metodicamente. 

I punti comuni alla qnadrica e ad un piano U(u^ u^ u^ u^ soddi- 
sfanno all'equazione della quadrica ffa;) = ed all'equazione de! 
piano 

[1] ii,x, -+- u,x, -+ u,x, -+- ii,x, ^ 0, 

e costituiscono una conica, come già mostrammo (XVI, 11). 

II centro (a/^ af^ sc'g sb\) di questa conica è il punto comune al piano II 
e al diametro coniugato di II, 

ISl u^ w, ^ 

e però soddisfa alle 

u^ x\ H- u^ d^ -^ Mg x'.^ -f- M.J x\ = 0, 
[2] f,(x') = — Xi(„ f,(^') — — Xxi^, %iv:) --= — Xu, ; 

in tutto quattro equazioni omogenee in x, Xj x^ x^ X, dalle quali si 



C) Qiieat' analisi non 6 applicabile ai. piaao all'iuftaito, poitlili per ej 
sou nuUi, e le presenti ec[uazionl riescono iudeteriniiiate. 
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ricava che ^^x\x\x\ ). sono proporzionali ai determinanti S'^ ^.^ ò\ 
5",j ò\ ottenuti dalia matrice 



sopprimendo una verticale per volta e mutando di segno il 2" e il 4". 
Sarà dunque 

[4] x\ : af^ ■.a/^:x\:X = ^,: ò\ : ò\ : S;, ; *, . 

Si noti che — ò\ = G{u). 

^44. Se G-(m)=;=0, ia conica ha no centro unico e al iìnito, e però 
è ellisse o iperbole. 
La f x) = x\Ux} -ì- . . . per le [2} e [4] diviene 

f (X) = x\ j f, [X-) + ì. u, j=- ^ Ki*,-«4.*.+ 'UA~<^^J\^^Hà\), 

e «„ -i', — ... ò (XVI, 20) il determinarne cui equivale — F (?[); quindi 

[5] 






cosicché, trasportando l'origine nel eentro della conica, le equazioni 
del piano e della quadrica diverrebbero 



Qui è opportuno osservare che, essendo G{ii) la forma l'eciproca 
della forma f{x^ x^ x^ 0) di discriminante B, si ha G{u) = B f(x^ x^ x^ 0), 
quando si prende «;, = fft(a^j ai^atgOÌper A=l, 2,3; e siccome i[x^x^x^O) 
e B conservano i loro segni nella trasformazione di coordinate, cosi 
anche la G(i() conserva il segno nella trasformazioìie di coordinate. 

45, Se <j(u)--'{> senz'altro, il ueutro va all'infinito, e la conica è 



Essendo Gr(ii) reciproca di f (te, a!j a^a 0) , nella stella di centro la 
equazione G(?!.)=0 è soddisfatta dai piani tangenti al cono f(a:i x^ x^ 0)=0 
Inngo le sae generatiici (XII, 34 e 15), e quindi passanti per le tan- 
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genti della conica all'infinito della qnjidrlca; or variando non mu- 
tano i coefficienti delle due forme né u^ii^ti,g\]aaii.deG(u)=0 è sod- 
disfatta da tutti ì piani passanti per le dette tangenti; vale a dire che 
G{it) = é l'equazione della conica all'infinito della qiiadrica t(x) = 0, 
considerata tale conica, come quadrica limite. 

E siccome 'F(u) è reciproca di t(a!), e $(a;)^0 è l'equazione del 
cono che projetta da l'assoluto, così T(i()= è l'equazioìis dell'asso- 
luto dello spazio, considerato l'assoluto come quadrica limite. 

Se oltre G(«) = è nullo un altro dei determinanti 5', .... , allora 
son nulli tutti, e la caratteristica della matrice [3J è .S. La conica de- 
genera in due rette pai'allele; il che avviene nei piani asintoti. 

4G. Passiamo a determinare le direzioni e le lunghezze degli assi 
della conica comune al piano II ed alla quadrica. 

Per trovai'e le direzioni degli assi, consideriamo quei diametro della 
conica che è coniugato alla direzione (a^a^a^). Il suo piano diame- 
trale coniugato 

[(5J a, ?,ix) + a, Ux) -+- «3 Ux) = 

passa per quel diametro della conica che ò coniugato al precedente ; 
e se questi due diametri sono anche perpendicolari, cioè se sono gli 
assi della conica, allora pel secondo dovrà passare un piano perpen- 
dicolare al primo. Ora un tal piano, facendo fascio col piano [6] e con 
n, ha una equazione della forma 

(«j^«[-Hrti3aj-l-ffi£5a3-)-X!t^)a!^-l-{a3,*j+«jja3+«j3«3-HXM3)a!j 

ed essendo esso inoltre perpendicolare alla direzione («1»;*^), avremo 
le condizioni 

[7J a/.io:i-i-f,232-l-a/,3«3-^X«,v --- — p{'J)|,la^-^bn,-2Cl2-^ai|lì^.^) ('i=l,-2,;S), 

[8] (rty,i+p-o,a)a,-(-(a,,2+p&>A2)as+{aAS+p6'/,3>;,-t-Àì(ft = (ft-1, 2, 3). 

Queste equazioni, con l'altra 
r9J «,«, -+- M,^, -^ i(,a, = 0, 

porgono l'equazione in p 
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-pwas 



ladicheremo con (p) questo determinante cambiato di sogno. 

Per svilupparlo secondo le potenze di p, indichiamo con Gn{u)... 
ì BUddeter minanti complementari di a^^ .... nel determinante Q{u), e" 
scriviamo per brevità Q,f,... invece di G[u), f{u),...; avremo 

[11] C'')='fp'-l-(Gii+G3s-t-G33+2Gj,w„-V-2Gj3ro,3+2Gs3(Oj3)p-hG=0. 

Ai due valori p, p^ dt p, forniti dalla equazione © (p) = 0, corrispon- 
dono mediante le [8] rispettivamente le direzioni (a, «^ «3) (^^ ^^ ^3) dei 
due assi della conica. 

Nella equazione (p) — e nelle [i] non flg:ura «^4 ; ciò conferma 
la proprietà: le coniche prodotte da un piano nella quadrica e nel coiw> 
asintoto sono omotetiche e concentriche. 

Si noti che le [7], moltiplicate per a^ «^ a^ e sommate, porgono 



[121 



t3 0]-+-p*(«;« 



^.)'-=-0. 



-1=7. Per trovare le lunghezze delle assi della conica in esame, de- 
notiamo con E un semiasse, con y^ y^ y^ 1 le coordinate del suo estremo, 
e facciamo ic'^ = 1 ; possiamo assomere 



ed è 



!/i — a 



= S«, , 



y^- 



e però la [12] diventa 
[13] f(^^_y, , y^- 

Intanto, essendo ^i = {y^ — 

\y 

e siccome f (y, y^y-. 
per la [0] ; cosi 

ny.- 



c'3 , 0) -(- pfì^ = . 
..., si ha (§ 6) 



i) = o, f( ""'^ '■"'' 



j — a;'j,i/_,— x'3,0/ 

!B',,0)--fM. 



_7;l - _o 
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Perciò e per la [5] la [13] diviijTie 

F 
[14] pS^ = —, ovvero ? = t. 



Quindi i quadrati R^ 
dell' eqiiasione in S^ : 



[15] 



«(<i)-. 



R^ dei semiassi della conica sovj3 le radici 



Gm' -+- (G„ + ...) VGR- -f- F^i-' = 0. 



I dae valori di R^ forniti da questa equazione debbono (XIV, 11) esser 
reali. Sono positivi se la successione dei coeiEcienti presenta dne va- 
riazioni di segno, negativi se nessuna, uno positivo e uno negativo se 
una. E siccome T è positivo, cfsi possiamo concludere che : la sezione 
è un'ellisse reale, se G è positivo ed F ha il segno opposto a quello 
di G,, -1- ... ; è iMi'ellisse imaginaria, se Q è positivo ed F ha il 
segno di G^^ -H . . . ; ed è una iperbole, se G é negativo. 

I due valori di R^ sono opposti se G < e G^, -+-..,= 0; dunque: 
i piani che secano la quadrìca in iperboli equilatere sono quelli pei 
quali, oltre ad essere G negativo, è verificata la condizione 



[16] 



h 2G„i 



. = 0. 



Qui è opportuno ricordare che il segno di F non si altera per tras- 
formazione di coordinate (§ 8) ; ()nde la [5] conferma che anche il 
segno di G non si altera; anzi mostra che non si altera F : G. Né si 
potrà alterare il segno di G^, -h , . . 

Nell'equazione [15] non figura m.j, e ciò conferma la proprietà (§ 21): 
le sezioni prodotte nella quadrica da due piani paralleli sono omo- 
tetiche. 

Notiamo altresì che per una conica diametrale è lecito asstimere, 
indicando con (Xi ì"s Ts) i^ direzione coniugata al piano secante, 



F - AS:c), 
cosicché sarà 

[l'I 

l'equazione ai semiassi di n 






i conica diametrale. 
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4S. Quando G = 0, il jnano seca la quadrica in una parabola, 
come dianzi trovammo. Del reato allora la [15] porge iì' = co. 

Allora una radicB dell'equazione 0(p)=O è zero, e l'altra - ' ■ — . 

In corrispondenza alla radice zero le [8] e [9] danno 

[18] «,:«,: «3 = Gm : G^ : G/,3 = 1 G~ : ]/gZ '■ V^^ , 

che determinaìio la direzione dell'asse della parabola. 

All'altra radice corrisponde la direzione (^^ ]3j jB,) perpendicolare 
alla precedente; e però l'asse della parabola è la retta dalle equazioni 

[19] u^x^^u^x^-^u^x^-^-u^x^'^^ ^iU^)-^^iU-f')-^hU<^)-^- 

Si potrebbe cercar le coordinate del vertice, aggiungendo a queste 
dne equazioni la i(x) ^ 0. 

Per calcolare poi il parametro principale della parabola, osserviamo 
che, in generale, si ha dalla [15] 







n.^iì.} 






oode 












7?, 




G-mf 




Ora la 


trasformata < 


iella [15] in 


•■' _ Gii' 


b 



ef^J-O, ossia Gj'^ + (Gi,-l-...)F/-"-t-F^f = 0; 

e quando G=0 un valore di r^, ossia di Gli^, diviene infinito, ma l'altro 

diviene — — ; e se scegliamo por QJÌ^- qnesto secondo l'alore, 

E * FT ^ 
avremo per G -' lim ^^^ — - — ,^, ,, . 

Ma lim-T^ e il semiparametro; dunque iJ qimdrato del semiparametro 
principale P della i?aral}ola è 

•=19. L'equazione 0{f)) =0 merita uno studio speciale. Le sue radici, 
come già qiiL>ri2 dell'equazione cubica A(p) = e come quelle della 
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[15], conservano g'H stessi valori, comunque ai cangino le coordinate; 
ovvero: i mutui rctppoHi dei coefftcientì dell' equasioìie &(p) = sono 
invarianti vnetvici assoluti. 

Ciò è evidente per ogni traslazione degli assi coordinati ; perchè 
nell'equazione non entrano che le quantità «n . . . a^^ , u^ ii-^ u^ , 
W13WJ3W53, le quali non si aUei'ano nella ti'aslazlone. 

Nel caso che si cang^ino le direzioni degli assi ma non l'origine, ri- 
corriamo (come nel § 7) alla identità {«i^+p)a:j '-(-.. .=(rf\,^-;/)A', ■+..-, 
cui qui si unisce l'altra 



,--^v:,X,' 



h' Z, - 



ciascun membro della prima identità eguagliato a zeì'o ■ 
uno stesso cono avente per vertice l'origine, e ciascun in- 
seconda nno stesso piano per l'origine; dunque la condÌKiui 
il piano tocchi il cono lungo una generatrice non si altera n 
rtj,... in fl'ji... e %ì,y... in ìc'^.,. Or questa condizione è appunti 
giusta il g 35. 

Siccome T è sempre positivo, così si conferma clie G G,i 
mutano segno per trasformazione di coordinate, 

Come al § 23, si ha dalle [7] e [9] 



..■■rasenta 
della 
: i)erchè 
itandoi'i 
1» [10], 



Cf,-ft)l«i?,+ 






■-l3,(«,A 
S,)+...— , 



e in assi ortogonali (p^ — p;)(3|Pj+aj^j+ajS.i) =0 ; ondo emerge elio 
non possono Pj Pa esser complesse coniagate, e qnindi sono reoìi U 
ì-adioi della equàzioìie 0(p)— 0. 



Tio. In particolare, per assi ortogonali l'equazione 0(p) --= assnme 
la forma più semplice 



115-1 



(", 



-«.')p' + (G.i 



(-G„Ìp-(-(J — 0. 



Se inoltre si suppone per poco preso IJ per piano Xi^% (0, 0, 1, 1), 
allora alla qtiadrica si può sostituire il cilindro f (a:, ^^ 1) =- 0, e la 
fi (p) t= riducesi a 

f' + («„ + a„) P -*- (o„ a„ - a„>) _ 0. 
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Sa questa è faciliasiiiio vanficare che lo radici sono re;ili, giacchò 

Siccome poi nel detto piano la conica f :x^ a;^ 1) = è ellisse o iper- 
bole parabola eecondocliè cii^ci.^^ — n^^ !> ■< ^ , e «ii«;3 — «13* equi- 
vale a G : T j e T = it^' -+- u,^ -1- ìi^^ > ; così ritroviamo che il piano H 
seca la quadriea Inngo un'ellisse o un'iperbole una parabola secoii- 
dochè Gr è positivo negativo o nullo, e elie piani paralleli secano lungo 
coniche della atessa specie. 

Inoltre, nel caso della ellisse, questa 6 reale quando il discriminEinte 
4,3 della f(a'|a7o01) ha segno opposto a o,iH-f<s3; ora A.^^ e rt^H-fl^j 
Bono rispet-.^vi^ììiante ciò che divengono nell'ipotesi alluale F ed il 
secondo eoeJ:iicÌGi!ts G-n^-... dell'equazione ©(p) = , ed F non muta 
segno per trasformazione di coordinate; dunque ritroviamo che non 
muta seg'no neppure G-i, H- ..., e che la sezione è un'ellisse reale quando, 
oltre ad essere Gr>0, la F ha il segno opposto a quello di Gn -1- ... 

ól. Sì può anche osservare che l'eqtmaione del cilindro projettante 
la sezione del piano II secondo l'asse 'S^, anche l'equazione della co- 
nica projezione della detta sezione sul piano K^Sj secondo s^ , si 
ottiene eliminando a^^ dalle equazioni della quadriea e del piano 17, e 
quindi è 

i(x^^J X,, ^-^- — -^-^ ^— ' , iCj = 0, 

ovvero 

^ 2f /".A -u,fi\ (u„0-u,,0 \ 



ovvero 

[21] ^ii^±^ -t- Gt-uiCf^ — ^'^i^é^t 

da li da^. 

Il discriminante dei tei'mini a 2" grado in cc^ x^ è GiiG^j — Q^^^ , che 
è eguale a Gìi^^ , e il discriminante di tutto i! 1" membro è Fu.^* (*); 



{") Questo diseriminmite si può calcolare ricorrendo al teorema acgneute (cfr. 
D'Ovidio, Sui determinanti di determinanti, Atti dell' Acoaclemisv ili Torino, XI) ; 
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dunque: la sezione è un'ellisse reale, se F è di segno opposto a Ghk (*), 
ovvero anche se (**) 

G-.sndrti,;, < sud^rt',4 (/i =^ I, % 3 ), 

ove ì sud de rei' millanti son presi nella matrice di — F. 

Rette della quadrica. 

53. Quando il piano II è tangente alla quadrica, la [21] si scinde 
in due equazioni lineari, cioè quelle delle projezioni sul piano x^Xj 
delle due rette die la quadrica ha nel piano n. Per semplicità, sup- 
poniamo che il punto di contatto (j/, ...) del piano II abt>ia una coor- 
dinata nulla, p. es. y^ (***) ; allora avremo 

%)-0, u.^Uij) u,^f,{y) u, = Uy) «, = f,(y); 

ed è agevole vedere che la [21] diverrà 

BiViO'i — Vi^ù^ — 2(4js?/j — ^5,1/0 {y^i — y^x^)x^ 
-t- C-^uJ/s' -•- -^^sì/i^ — ''^^itV illùdi = ; 



1 (lato (letermiiiante, moltiplicata per la potcn 



s II fieterminruit*, che hsi per eleinenti i sadcloterminaiiti d'oi^iue )i — M ricai'ati 
(la tin (lato (Interini naiite d'ordine n col soppriiiiei'vi ,« orizzontali e IJ. vei'ticali 
prese ooinuuf[ne fra X orizzoiitnli lisae e X ■^'erticali tisae, « eguale alla potenza 

ì 1.3,..M i 

ji — \y—^, ;-, \ ti*! siuldottìrmiuaiite ottenuto dal dato col sopprimervi 

le X orizzontali o \ Terticali suddette s. Sia il determinante dato (juello del § 20 
e. XVI, che ì-ale — F, e le X orizzontali lisse siano la 2", la 3" e la 5", come 
pni-e le verticali; allora «=-5, A = 3, ^ = 3, ensiiUa il discriminante della [21] 

f[;- l't .... p,,., 

1") Dnl coufronto dei vai'l enunciati emerge elle 0,, G„i Gjj devono a\'er 
lo stesso seguo fra loro e con G„ + ... iinaudo G>>0. Hou ci formeremo a ve- 
rificarlo col calcolo, per non uscire dai liiiiiti clie ci siamo dovuti imporre. 

(") Poiché da una proprietil dei deteriiiijianti reciproci si deduce 



sndfl, , . sudn,- — sud'«, , = FG. i 



('"'") Xel (£iial eaiio le due r 
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la quale, riaoluta rispetto ad y^x^^ — ì/i^i j porgerà 
[223 2/.^, - y.-y-, - I [ A,,y, - A,.,y, J_ Uy) [T} , 

visto Cile (XVI, 9, [6]) 

= - ^(-BiiJ/a' + -B^^;/,' ~ ^n,,y,y,) , 
e (XII, 13) 

^ny,' -+- s,^y^ - '^s,0,y, = - f,(ì/)= . 

La [22], e le due analoghe relative ai piani XjX^, XjXj , forniscono Je 
seguenti: equazioni delle dtie rette della quadrica di eqttttzione f(ic)=0^ 
che passano pel punto aWinflnito iy^ y^ y^ 0) : 



Altri tre grappi di equazioni analoghe corrispondono ai punti al 
iinito (0 f/j j/g I/i) , (^j ^3 j/4) , (^1 j/j ^4). Essi servono anche quando 
^ = 0, nel qual caso non servono le [23]. 

È chiaro che : perchè la quadì-ica sia ì-igata^ è necessario e sufficiente 
che sia A'> o ^0. 

Nel caso A = Q, che è quello del cono, le due rette per ciascun punto 
y coincidono in una di equazioni 

y^x^ — y^x^ ^ yj^j—y ^i ^ y,!ga — y^x^ _^ ^ 
come si poteva trovare direttamente. 

Circoli della cinadrica. 

7>Ct. La sezione prodotta dal piano II nella quadrica diviene un 
circolo quando ammette infiniti assi, vale a dire quando due delle 
equazioni [8] e [9] sono conseguenze delle altre, e quindi il detej'mi- 
nante [lOJ ha la caratteristica 2 per un certo valore di p; al qual fine 
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basta che per un certo valore di p siano nulli tro auddeter minanti com- 
plementari di elementi tali, che il 1" abbia l'un indice comune col 2" 
e l'altro col 3°, 

Il anddeterminante complementare dell'elemento è i(p); quelli di 
i(^ «3 «3 sono forme lineari in m, u^ u^; qnelli di a^^... sono forme 
quadratiche, e danno sei equazioni compendiate nella 

[24] Gih ■+■ pfi(, = (z , ft = 1, 2, 3) ; 

da queste eliminando p, avremo che : le condizioni p&rcM la sezione 
prodotta nella quadrica dal piano U eia un circolo sono 

l-'-'l or Itr ixr lir ' m f ^ 

delle quali due sole indipendenti. 
Per coordinate ortogonali 



e potranno ritenersi le 

r25"| it^Gsa = «sG^i = ii^Qr,^ . 

Kal caso del circolo l'equazione 0(p) = ha le due radici eguali; e 
per provarlo basta osBervai'e che allora H^^E^. 

Fi-a le equazioni in p vi 6 la A(p) =0, che servi a determinare i 
piani principali ; onde si rileva che la radice doppia della 0(p) = 
è una delle radici della d(p; ^ 0, e si deduce che il piano d'una se- 
zione circolare deve contenere la direzione di un asse della quadrica. 

Precisamente: noi possiamo prendere una qualunque radice della 
A(p)^0, e sostituirla in una sola delle [24] quadratiche in u^ u^ Mg, 
e in una sola ben determinata delle equazioni lineari in Uj u^ Jtj 
accennate in principio; abbiamo così due equazioni, che forniscono 
duo sistemi di valori per i mutui rapporti fra k^ ii.^ u^ . 

Insomma : per ciascun asse della quadrica passano due piani, i qiKiìi 
e i loro paralleli secano la quadrica secondo circoli, e perù son chia- 
mati piani ciclici. 

I due piani ciclici per uno stesso asse sono in posizione simmetrica 
rispetto a ciascun piano diametrale principale ; e i due sistemi di piani 
ciclici, cui essi danno origine, si dicono antiparalleli. 

Si hanno cosi sei sistemi di piani ciclici ; ma vedremo che due soli 
sono reali. 
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la eiascua sistema vi souo due piani tangenti alla qnailriea, e i loro 
punti di coutatto diconsi ombelichi o punti cìclici della quadrica. Esai 
giacciono a coppie sui sei diametri coniugati ai sistemi di piani ciclici. 
Vedremo che quattro, al più, ft-a essi sono reali. 

S4. A complemento di questi cenni, esporreiiio ora alcune interes- 
santi considerazioni geometriche, le quali risolvono il problema dei 
piani principali e qnelio dei piani ciclici in modo affatto indipendente 
da quello che abbiamo già esposto. 

La conica all'infinito della quadrica e l'assolato dello spazio, in gene- 
rale, han comuni quattro punti imaginarl (XII, 30), che diremo i punti 
assoluti delH qnadiici Essi aono veitici d'uu quadrangolo completo. 
Il triangtlo diagonale di questo qmdi ingoio è l'unico, in generale, 
che sia lutoconiug^to cosi rispetto alla detta conica come all'assoluto; 
8 pelò 1 SUOI liti son le lette ili influito dei piaui diametrali principali 
della luadiica, e i suoi 'veitici sono i punti all'influito degli assi ; i sei 
iati del quadi ingoio sono poi le lette all'infinito dei piani che han co- 
muni con la quadiica dei ciicoli cioè dei piani ciclici, Per ciascuno 
dei lati passino due piani tangenti alla quadrica, e ì loro punti di 
contitto sono gli )mlehcht 

Siccome i punti is oluti della quadiiea sono determinati da tre eqiia- 
zioni 1 coefBcienti le^li (quella della quadrica, quella di una sfera e 
quella del p ano ili infinito) cos due di essi hanno le coordinate omo- 
loghe complesse eomug ite, e lo stesso vale per gli alti'i due ; e ne 
deiivi che i! lato passmte pt,i due pumi punti e quello per gli altri 
lue sono reali , mentie gli altii quattio lati del quadrangolo sono ima- 
gmiii ma ciiscuno seca 1 opposto in un punto reale. Ciò prova che 
duo 3oLt,ni di piani cichci sono leili e gli altri quattro ìmpginarì, e 
confami eie i piani d imetrali principali e gli assi sono reali. 

Se li quidiici ò un piiaboloide, H conica all'influito degenera in 
due rette, un leitice del tiiangolo diagonale suddetto è il loro punto 
comune che è leale ed è il punto ili infinito dell'asse del paraboloide ; 
e le due rette mdniluxno lo giacituie di due sistemi di piani, i quali 
han comuni con !a quadrici coppie di rette di cui una all'infinito, 
coppie assimilabili a ciicoli Esclusi questi due sistemi, ne restano quindi 
quattro di piani ciclici; ed è facile vedere che nel paraboloide iper- 
bolico eaii sono imaginarì, mentre nell'ellittico due sono reali e due 
complessi-coniugati. 

Se la quadrica è rotonda, devono esistere infiniti triangoli autoeo- 
ningati come il precedente, e ciò esige che la conica all'infinito della 
quadrica abbia doppio contatto coll'assoluto ; la retta dei due punti di 
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contatto è la retta siU'iaflnito dei piani perpendicolari all'asse, e il su» 
polo rispetto all'assoluto è il punto airinflnito dell'asse di rotazione. 
Dunque nelle quadriclie rotonde i due sistemi di piani ciclici reali si 
riducono al sistema dei piani perpendicolari all'asse di rotazione. 

Nella sfera ogni piano è ciclico. 

Nel cono non vi è particolarità notevole. 

55. Per ciascuno dei punti assoluti della quadrica passa una coppia 
di rette (imaginarie) della qoadrica. Una retta di una coppia ne in- 
contra una di ciascun'altra coppia, e i tre punti d'incontro sono om- 
belichi ; onde segue che: i dodici ombelichi si trovano allineati per tre 
su otto rette imaginarie della quadrica. Ne segue anche che non pitL 
di quattro ombelichi sono reali. 

Considerando due circoli antiparalleli reali, essi hanno io comune i 
due punti che la retta intersezione dei loro piani ha comuni con la 
quadrica ; or questi punti possono esser reali, od avere le coordinate 
omologhe complesse-coniugate ; ma iu ogni caso è facile vedere che^ 
prendendo su ciascuno dei due circoli un altro punto (non all'infinito), 
questi quattro punti individueranno una sfera reale, la quale conterrà 
certamente i due circoli. Dunque: due circoli antiparalleli si trovano- 
sopra una sfera. 

Sia dalle formole dianzi stabilite, sia dalle considerazioni geometriche- 
testé fatte sulla conica all'infinito della quadrica in relazione con l'in- 
soluto, emerge che: le oo quad/rkhe comprese nella equazione 

qualunque valore si attribuisca a 5- : jj,, sono -non solo concentriche,, 
ma anche concicliche. 

Sul dìscriminanti3 di B(p). 

56. Nel § 35 esponemmo una decomposizione iu quadi'ati del di- 
scriminante della equazione cubica A(p} = 0, che servi a determinare 
gli assi di una quadrica. Ora esporremo un'analoga decomposizione 
del discriminante della equazione quadratica 8(p) = 0, che serve a de- 
termlnai'e gli assi di una sezione piana della quadrica. Avvertiamo 
che, come per la A(p) = 0, la decomposizione si sa fare solo nella ipotesi 
di coordinate ortogonali, ossia per l'equazione [15'] § 50. 

Il discriminante di questa equazione, col segno cambiato, è 

[1] (G,. -H G,j -1- %^f — 4(V + V + "3')Gt. 
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Ora, dalle proprietà dei determinanti reciproci si hanno !e identità 
G«(,' = Gj.Gsa — G^s' , . . . , Gm^ = G,^G„ — G^.G,^ , . . . , 
■dalle quali, raoUiplicate per u^^ ,..., ^u^ti^ , ... e sommate, si desume 
l'altra: 



Questo determinante si può in tre modi sviluppare in prodotti di 
■suddetermiuautì di 2° ordine; sommando gli sviluppi, e sopprimendo 
quella parte che riproduce la somma precedente, si trova 

Inoltre dalle identità 

[4] ìlfilh + Ufir2k -t- «,63;. = (ft = 1 , 2, 3) 

si trae 

(«"-«■•+«>■>«' -Ig., gJ*\"l 5.!' 

quadrando questa e le due analoghe e poi sommando, si ottiene 
15] (G„-^G„ + S„)' («,' + %■ + «.•) 

G„ G„ I I Q„ G„ I I G„ G„ I 

Da ultimo, sommando la [5] eoa dae volte la [3], risulta l'espressione 
II] equivalente alla segruente somma di sei quadrati : 



10] 



' 1 Gr,^ Cii3 I I 6,3 G,J . " I Gai <^3i I 

~\Gu GsJi '^Ì'.g]^ GJ~|g', gI'1 ^HG,, &J~ 



divisa per Uj' -i- u^^ ■+- u^. 

Prendendo per u^ u^ u^ i coseni degli angoli della normale al 
piano n cogli assi delle coordinate, il divisore si riduce a 1, ed allora 
abbiamo una somma di sei quadrati. 

I quadrati si possono ridurre a cinque, e ciò in tre maniere; poiché 
p. es. la somma dei primi tre vale 

j». «, I' j|«, «. j |«, «. Il' 
iGu G„l ilo,, e„i 1g„ g„1i' 
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grazie alla identità 



G,, 



I G,, G-,. 



ST. Sappiamo anche ridurre l'espressione [1] a una somma di due 
quadrati, ma di espre^ioni fratte. 

Infetti, dal modo come abbiam dedotta la [2] apparisce che è lecito 
in essa porre zero dov'è scritto esplicitamente u^ , e però 



I 



- <r = - 



sviluppando mediante i prodotti dei sud de terminanti formati con le 
orizzontali 1*^ e 4», 2" e S", si ha 

— G(V+»3^)'=Ci,,(2G^3M.;1t3— G33W3'— GjjM/)^(MìGi3— !(9G,,)S 

e per le [4] 

-G(V+»,')' 

-G„(— «.(6„»,-l-G„ti,)-»,(G„«,+G„ii,)— G„«,'— «„%'( 

4-(»jG„— tijGJ' 

-G„ { G„<i/— (G»^-0!.)(«.'+«.') ì +(''!G„- ti,G„)" 

— G„"(!i,'-l-is/+ii,')-G„(Gu+G„-l-G„)(»,'+«,')+ (»,G„— »,G„)" 1 

di qui ricavaudo il valore di G e sostituendolo uella espresaioQe [1], 
questa diventa 

( 2G.,(»,' + »,■ + »,■) - (6„ + G„ + 6„) (»,' + „,') 1 ■ 



P] 



4(»,Gi,-«,G„)'(ii,'^..,' 



-^^> 



(«,' 



che è una somma di due quadrati. 

Permutando gl'indici 1, 2, 3, si ottengono due espressioni analoghe 
coi denominatori {t!-^^ -+- u^Y, {u^ -+■ ti^'^f. Ed è facile verificare che 
le quantità che si trovano elevate a quadrato nel tre primi numeratori 
danno per somma zero, e cosi pure quelle nei tre secondi numeratori. 

L'equazione 0(p)^O ha le radici eguali allorché è nullo il suo di- 
scriminante, e quindi allorché aon nulli tutti i sei quadrati della for- 
mola [6], oppirre i due della formola [7], Si può verificare che, anuul- 
lando questi quadrati, si ricade nelle condizioni [25'] § 53 affinchè la, 
conica sia un circolo. 



y Google 



Gap. XVn - § 58 



Criterio pei punti esterni o intorni alla quadriga. 

58. Un punto {x^^x,^a:^x^) che uon appartenga alla qnadnca è 
esterno o interno secondoehè il suo piano polare seca la quadrica in 
una conica reale e non degenere o imaginaria {XVI, 16). Suppongasi 
dunque che il piano n sia polare di quel punto: allora è lecito porre 

..,_f,W »,-f.(«) «,-f,W, »,-«»), 

onde (SVI, 20) 

e si trova subito 

G = ^4if(x) — 4a^/, 

che è il primo membro dell'equazione del cono asintoto (§ 19); e poi 
anche 

= ^33^X1) — (A^^x^^ -h i.«a;/ — ^A^iX^x^) , 

ecc. (G-sj=0 è l'equazione di nna certa coppia di piani asintoti, ecc.). 

Quindi deduciamo il seguente criterio : 

Se ti punto (j'j^ 3,^ 63 j;^) ìton è sulla quadrica, sarà esterno e quando sia 
■^44^''^) — ■^^4^^0> ^ quando, essendo A^^^x) — Ax^ > 0, sia A{{x) di 
segno opposto alla espi fssioìie B^^f(x) — (As^^^ + A^x^^ — 2A3jX^x^, e 
quindi nlli, due analoghe; altriiìienti il punto sarà interno. 

Questo entello non si applica al centro. 

Esercizio 1 Tioiaie l'equazione del ooao anpplenientare ùi nudato cono qua- 
diioo, eiuè (1p1 dono clie 6 il luogo (Ielle perpeudicolai'i nel vertloe ni piani tangenti 
del primo cono, e anche l'myiluppo dei piani iierpendioolari nel vertice alle ge- 
neratrici del pnmo 

Sia il ■vertit.e comune l'origine, e gli assi ortogonali: allora, se il cono dato è 
Hx^ x^ ij) ^= 0, il Bnpplementare sarà, come inviluppo f(«[ «^ «jl = , e come 
luogo F{xi x^ x.^) = 0. 

Es. 2. L'eiiuazione del cono asintoto della quadrica i\x) = putì scvÌTevRi 

i(A^i3!,—A,^x^ , A^^x^—A^^x^, A^^x^—A^^x^, 0) = 0. 
Es. 3, Le coordinate nuliali del diametro uoaiagato alla giacitura (",";",) 



% permutazione pari di 1234. 
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376 Gap. XVII - § 58 

Etì. 4-. Lt Dqiiiiaioiii dio ilutoi'iuiuaiio le direzioni iii'ìueipail possono scriversi 
(in a3-!Ì ortogonali) 

(,.,., - «,.)., _ («„, - 11,;,,, _ (o„f - J,,)., i 

e requaaioue A((') ^ può scriversi 

amp ~ Bm aiìhf — Bkh ah,p — Biu~ ' 

ove hik è ana peimatazioue pari di 123. 

Es, 5. Se la qnaclrìoa è rotonda, le direzioni principali (in aitóì ortogonali i) 

sono qnells contenute nel piano — '- -\ — -^ -{ ^' ^0 e la perpendicolare a questo 

piano. L'asse di rotazione è 

e il piano principale ad esso perpendicolare è 

e la radice semplice È 

°'~ ~ " ''' ''' "i' ~ 1^ ' (ifiB ah( ) ' 

Ea. 6. Le coordinate radiali dell'asse di rotazione di una qnadrioa rotonda a 
eentro sono ''^f = -4/,i m ^^ i 'm ^= -"/li -^ftli ' '"' ''^ ^^" paraboloide rotondo 
r.v^ A, -, : [/S.^ , r^ = i/B ■ denotando con Mk una permutazione pari 
di 123 e dando ai radicali segni couTenienti. 

Es. 7. Se un solo dei coefGcienti a,; a^.^ a^^ in i(j!) & nullo, il discriminante 
di A(f) non è nullo, e la quadrlca non 6 rotonda. 
Se 0|j = Ojj =^ 0, il discriminante di ^{9) si riduce a 

( fe - «^ì" + «•.,' U (-.. - ""> (•,.-"..)- "»' ì '. 

e però si annnlia solo quando {n,, — a^j) (a^j — Oj^) = ([^^j . 
S 1 • ^ = =. 1 V min nte d' ■ n 









( -a 


) (a - 


) ( - 




) 






a 


nlla 1 


ni 1 


e le 


fli nia 


a 






1 




E 


6 ra 


junti 


di un p 


n a. 


+ + 


^ 


1 


ut 1 11 


s z 


1 odotta mlL 


[adi a f(i i a; 


1) = 


lUan 


■1 


11 


li 1 


1 r m 




9 E t t 


! f n. 


n f( 


1) 
1 tt 


u m [Tiadi 


a 1 


pan 1 n 




E 


t ali 




na st 


il 


nn fa o 


1 1 


d 1 1 


1 11 


tte e n un 




<1 


lan al 


a I A 


fi 


e m lart 


lare 




nti 


d lU He 




Ile 


6 n^etti mente 



y Google 



Gap. XVII - § 08 3" 

Es. 10. Il diì 11 l'ini inaliti! di @{p) È eguale alla somma ili iiuadrati 
3«r{».G.,-«.G,J^-i-...+ ^-^,-{(ii,G,j-»,G,i)V+KG„~»jG,,)H.,2J^+.., 

dÌYisa per Uihi^ + v,^^ + u^ai^, 

Ea. 11. Determijiare le eonielie protlotfe dal piano x + y -ì- s ^0 nelle qn 
driche ix"- + y^ — is' + 1^0, xy -^ xz -{' ya = a. 

Es. i2. Determinare a circolo connine alla giiadrica xy ^ i- e al pia 
g^x-hy-hk. 

Es, 13. Data una qtiadrìea f[x) = 0, l'equazione 

I »(') '(') «') 1 



tappiesenti im iltia qmdiioa che paaa"» pel punto {» , ) e jiol centio della data 
qualtici Essa è un cono che ha il \ertice ael pimto («, ) se questo punto 
appartiene al d ametio della data qnidiioa conragato Lon la glie livri (i IjK,! 
ed illora il pnuto mudeainio è centio della conica comune nlli liti qualrici e 
fll piano di giaoitruM (a ) ohe paasa pei esso Inoltre il cono è secato 'li j^ lesto 
piano lungo i dno ii'ji della conna ed ho tre geneiatnci parallele aj,li assi della 
dita xuadii a 

Es 14 Studine il Cisuio di afeii. il puno rali ale di due sfere il ceutio 
lalicale di tre afeie 

Eì Io Le n rn ali a ana qua luca nel i inti di unii ietta di esa» f an un 
ipeibnkide iperbchoo 

Es 16 Pieso ler origine un punto qualsiasi della j^iadiira e i r j ai \,x^ 
il piano tangente ivi lepiozione della quadrica diviene 

a,i,-t-i a °-i-2 1, a-.if.H-D r/+2n x j: -h'' t^ x x +2 j — 



la (i 1 ntl 5 IO -5,11 laxpresenta le due rette che esso lu mi f i li i a 
dii a rettt leah e distinte reali e coiunidenti complesse < niUoite s l'uloclio 

Ot questa qiimtitfi djtteiiBce pel fattore — i ^^ dal d sctimtuaiit d II» prei^e 
dente equazione della qtiadnca laonde se non fe nulla il suo segno 6 oppMto 
a quello di tal disciiminante e quindi anthe a quello de! disonmmante 4 del 
1 equazione piiS geneiale della quadiioa e se è nulla è nullo anohe A Dunque 
ogni punto ài vna qveditco è ipeibolieo, etlitltoo paia3>olioi> Betond/eìc ti iiigciìmt 
naiite deli eqitaiwne della quùdiica è poaittvo, negativo nvlio 

Questa semphce dimostrazione di tal teoiema ne! test* stabibto per altra via, 
6 del Pi 1 Z r ìli 
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CAPITOLO XYIII. 

Esazioni ribotte e classificazione delle quadriche. 

Quadriche a centro riferite a tre diametri coniugati. 

§ l. Esaminiaino quali particolarità, offra la posizione della qiiadrica 
rispetto ai piaoi coordinati, quando nella equazione f (ìCiEc^ccj 1) = 
in coordinate cartesiane manca un termine, ossia è nullo uno dei co- 
efficienti. 

Se «ij = 0: l'origine è sulla quadrica. 

Se Hj^ = : l'origine è nel piano diametrale f,(a:) = coniugato al- 
l'asse coordinato x^. 

Se «25 = «34 = 0: analogamente per gli altri due assi. 

Se a,; = : il piano diametrale coniugato all'asse x, è parallelo al- 
l'asse Xj, e vicevei-sa. Laonde, se la quadrica ha centro, gli assi coor- 
dinati Si e Xj son paralleli a due diametri coniugati; e in ogni caso 
son paralleli a due diametri coniugati della conica f(x^x^01)=^0, 
che la quadrica ha nei piano x^ Xj , od anche a un diametro di que- 
sta conica ed alle corde ad esso coniugate. 

Se «13 = o «23 = : analogamente. 

Se «jj -=0: l'asse x, incontra la quadrica in un punto all'iniìnito, 
poiché la f{o7,0 01)=-0 ha una radice infinita; in altre parole l'asse 
Xj è parallelo a un asintoto della quadrica. 

Se «jj ^ o «33 =^ : analogamente. 

I casi di mancanza di piii termini corrispondono a combinazioni 
delle particolarità accennate. Valgano alcuni esempi: 

Se «14 = 0, «j4 =0, «34 ^ : l'origine è comune al piani diametrali 
coniugati alle direzioni x^, Xj, Xg , ossia è centro della quadrica. Del 
resto, perchè l'origine sia centro, evidentemente bisogna e basta che 
l'equazione f (a;, x^ x^ 1)^=0 non si alteri mutando di segno x^ x^ x^ , 
e quindi che manchino i termini con x^ tCj x^. 
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Se «^5 = 0, a^3 = 0, (Tja =^ : gli assi coordinati son paralleli a una 
terna di diametri coniug^ati, quando la quadrica ha centro. E in ogni 
casOj uno degli assi coordinati è parallelo a an diametro della quadrica, 
e gli altri due sono paralleli a due diametri conitigati della conica 
prodotta nella quadrica da un piano coniugato con quel primo diametro. 

Se a^^ =^ 0, «jj = 0,«33 = : gli assi coordinati son paralleli a tre 
asintoti. Il che è possibile soltanto per un iperboloide. 

a. Supponiamo che la quadrica abbia un centro (iJ==0), e traspor- 
tiamo ivi l'orìgine, senza mutare le direzioni dogli assi coordinati. 
Applicando i §§ 6 e H e. XVII, si ottiene per eqv,azione della qua- 
dHca Hferita al centro come origine: 

vale a dire che si ha 

ìix.x^x^l) --UX.X^X^^O) -^-j^ . 

3, Quest'equazione si può render più semplice, cangiando le dire- 
zioni degli assi coordinati in modo che spariscano i tre termini coi 
prodotti di due coordinate; il che si ottiene prendendo per nuovi assi 
coordinati una terna di diametri coniugati, ossia riferendo la quadrica 
a tre piani diametrali coniugati. Bisogna fare la sostituzione 

Xi, ^ahL^i -I- «ss aJj -1- a/,3 a'a (ft = 1, 2,3), 

in cui Xi x^ x^ denotano le nuove coordinate (diverse dalle x^ x^ x^ 
originarie), e a^^... hanno i significati accennati al c,lX§I4, e però 
dipendono da sei parametri; allora la [1] assume la forma 

a\^x^^-i-a\^x^-^a\^x^-^'ia\^x^x.^--i-^a\^XyX^-+-2a\^x^x^-\- — = 0. 

In cui le «'[, . . . sono funzioni quadratiche omogenee delle a^ . . . 
Eguagliando a zero a\^ «\, a'^j, si hanno trp equazioni nelle «u-"i 
sicché la riduzione si può fare in m^ modi. Ma a noi basta trovare 
i coefficienti delia trasformata, senza entrare nei particolari della so- 
stituzione. 

All'uopo osserviamo che l'equazione della quadrica Hferìta a una. 
terna di diametri coniugati è. 

[2] <^iiX^ -+- «'j^ajg* -I- a\^x^ "*" "w ^ "^ ' 
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e ricoiTiamo agli invarianti stabiliti al e. XVII § 8. Clnamando X^ X^ X^ 
gli angoli dei tre diametri e A il seno quadrato del loro triedro, avremo 
le tre equazioni 

r„, D ^_ a'j^sen^X, -i-rr'jjsen'Xj-f-oi'gaaen^Xa 

l J jy — — j^ , 

' iì A 

e, -.«^^.. 

Queste equazioni determinano «'j, a\^ n'^, , quando son dati Xj Xj X3 
e quindi A. P. es. eliminando a'55 e a'^^, si ha un'equazione di grado 
1.2,3 = 6 in a\^, che fornisce sei valori per a\^, a ciascuno dei qoali 
corrisponde nelle [3] e [4] an valore di «jj, e uno di a\^. Ma il cal- 
colo e la discussione di questi valori sono complicati; e inoltre biso- 
gnerebbe assegnare le limitazioni cui van soggetti X^ Xj X^. Si è perciò 
che noi non proseguiremo in questa via. 

Pili facile è il caso particolare X^ = X^ = X3 =^ X, ondo A--1— lìcosU 
-i-2cosU. Allora la [3] diviene 

^ -' Osen^X " '^ ^= ' 

e con le [4] e [5] determina la somma di «\, a'^^ a'33, la somma dei 
loro prodotti a due a due, e il prodotto di tutti tre; quindi si otten- 
gono ^a\i, ^ n'.2i! ~ '^'\S3 come radici dell'equazione di 3° grado 

■e resta a vedere a quali limitazioni vada soggetto X. 

4. Ma la ricerca più facile e più importante 6 quella della equa- 
zione della quadrica riferita ai suoi piani principali. 
Allora le [3] [4] [5] divengono 



«^33 sono le radici della equazione 
-Cp-hB =--0, ossia A{p) = 0. 
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Del resto, è evidente che la [4] e. SVI! § 36, applicata alla [2], 
si riduce ad {a\^ -+- p) («'j^ -+- p) («'aa -t- p) = Oj onde le sue radici sono 

Sappiamo che le radici di questa equazione sono reali, e potremmo 
scriverne le espressioni in funzione di il D C B; ma ce oe dispensiamo, 

È lecito soeg-liere per valore di — a\^ una qualunque delie radici, 
e cosi per — a\^ e — a'33 ; poiché ciò equivale a permutare le veci 
degli assi. 

Vi possono essere tre radici positive, tre negath'e, duo positivo 
e una negativa, una positiva e due negative. Nessuna è nulla, essen- 
dc«i supposto iJ =H . 

In ogni caso, se A =|= 0, la [2] mostra che la quadrica seca ì suoi 
assi nei punti pei quali è r ispettivamente 

e l'equazione stessa può scriversi 



I secondi membri delle [7] possono esser reali imagiuari puri: 
chiamando a^ a^ a^ i loro moduli, cioò ponendo 

«, = modj/-^,«, = mod}/--^,«, = mod(/-^. 

A , A 

SI na dr et, ^ ■- „ ■ ,— , —a,, = zh r= — %, e cosi via; cosicché 1 equa- 

zione in jS^ : 



ha per radici a^ a^ a.^^ cui siano apposti i segni -1-0 — . Queste 
radici possono esser tutte positive, tutte negative, due positive e 
una negativa, una positiva e due negative. 

Dunque: l'equazione di una quadHca a centro, riferita ai piani 
principali, si riduce a uno dei seguenti tipi, se -4=1=0: 

nj —! + -%+--!- 1 =0, 
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UHI S*%-%~^~°' 

So pOi ù yi ---- 0, iilloi'ii la [2] si i-idueo ;i 

pocendo o, =- niocl }-'' 1 : «',; , «^ = inod j/ 1 : a\^ , a^-^ = mod ] 1 :« 33 , 
vediamo che a,- V «/? prese coi debiti segni, sono le radici dell'e- 
quazione in S': 



e elle: l'equazione di wui quadrica a centro^ rìferita ci piani princi- 
pali, si riduca a ii,ìio dei seguenti tipi, quando A = 0: 



[V] 
[VI] 



La [2] diesai forma- canonica della t{x^^x^x.^1) = {i, quando A e 
B non son nulli ; se solo A = 0, la forma canonica è la [9]. 



S. Esamineremo particolarmente i sei tipi ofa enumerati. 
L'equazione [IJ per ìBj = dà 
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Cap. XVIII - 



ondo nel piano XjS^ la quadrica ha per 
concentrica alla quadrica, con 
gli assi lunghi 2«j, 2«j, nelle 
direzioni degli assi x^ e Xj 
della quadrica. Similmeute , 
nel piano x,X3 ai ha un'el- 
lisse di assi 2n,, 2^3, diretti 
secondo le rette x, e x^; e 
nel piano x^Xj un'ellisse di 
assi 2a^, 2%, diretti secondo 
X3 e X3. 

Scritta la fi] cosi: 



principale un'elliss 




si vede che un piano parallelo a Zi, Sa alla distanza ih x^ seca la qua=- 
drica lungo un'ellisse, il cui centro è sull'asse x^ della quadrica, i cui 
assi hanno le lunghezze 



2(Yj |/ 1 — -^ , 2a^ 1/ 1 — — j , 



e son diretti parallelamonto allo jìj e x^. Facendo crescare x^ da ad 
«3, si Iia una serie di ellissi, i cui assi decrescono da 2a^ e 2ftj a zero, 
e che son tutte simili e similmeute poste, essendo costanti ie dire- 
zioni e il rapporto dei loro assi. Per x^ = a^ l'ellisse si riduce a due 
rette ellittiche, e il piano è tangente. Per x^ >■ O3 si hanno ellissi ima- 
ginarie. Variando w;^ da a — % e poi vei"30 — co , si ritrovano le 
stesse cose, 

Analoghi risultati dànuo i piani paralleli a XjX^ e Xj'Sj. 

La quadrica [IJ è dunque una superficie reale, chiusa, a punti ellit- 
tici : un ellissoide reale. 

Le lunghezze dei suoi a^ì sono ^a,, 2«j, 2a.^. 

L'ellissoide è rotondo se due di queste limghezze sono eguali ; è 
sferico se tutte sono eguali. 



6. Se per un punto (x^x^Xs!) dell'ellissoide p è la lunghezza del 
semidiametro che ivi termina, e a^a^a^ sono i coseni degli angoli 
che questo fa con gli assi, si ha 
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e la [I] diviene 



Posto «j > rtj > rtj, avremo 



; vale a dire che a, è il massimo semidiameti-o 



dell'ellissoide, 
Pariraento si ha 



; vale a dire che c/j è il m,iìiimo seìnidiametro , 



Applicando poi la [10] a tre semidiametri niLitnamente perpendicolari 
)i Pj Pj e sommando, si ha 



vale a dire che: Tiell' ellissoide è costante la somma dei valori inversi 
dei quad/raU di tre semidiam^tn perpsTtdicolavi qualunque. 

<7. La [II] non è soddiafatta da punti reali; poiché ogni punto reale 
renderebbe il primo membro positivo o nullo, e non — 1. r,o sezioni 
principali e loro parallele sono eìliesi imaginarie. Diremo che in que- 
sto caso si ha un ellissoide immaginario. 

8. La [V] è soddisfatta da un sol punto reale, l'orìgine; le sezioni 
principali sono coppie ellittiche di rette, e le loro parallele elli^i 
imaginarie. Questo è il cttóo del co«o elUssoidico, cioè coi solo vertice 
reale (o anche ellissoide ridotto a un punto, ellissoide conico). 

Per una ete^a terna di valori di a^ a^ a^ , la [I] e la [V] non differi- 
scono che nel termine indipendente da x^x^x^; e pei-ù (XVII, 19) 
allora la [V] rappresenta il cono asintoto dell'ellissoide [Ij. 

Lo etesso se fr^njas nelle [IJ e [VJ hanno valori proporzionali. 
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O. La [III] porgo 



quindi la sezione principale nel piano x^s^ è nn'elltóse concentrica 
alla qnadrica, e di assi 2a^, Sa^. Variando a;, da a d= co , si hanno 
ellissi, coi centri sull'asse x, della qiiadrica, ed i di cai assi 



!a,y 1 



crescono all'infinito mantenendo costanti le direzioni x, Xa e il rap- 
porto; vale a dire ellissi simili e similmente 



onde la sezione principale nel piano x,X; è 
nn' iperbole concentrica alla qnadrica, con 
l'asse trasvei'so hingo 2n, nella direzione Si, 
e con l'altro laogo 20^ nella direzione Xg. 
Crescendo a^j da ad %, si hanno iperboli simili e similmente poste, 
coi centri sulla retta Xj, ed i cui assi deci'eacouo sino a zero. Per x^^a^ 
si hanno due rette iperboliche, e il piano è tangente. Per x^ crescente 




da i 



, scritta la equazione così: 



si scorge che la sezioni sono iperboli simili e similmente poste, i cui 
assi crescono da a oo; ma gli a^i traaverei oca vanno nella dire- 
zione Xj e gli altri nella direzione x,. Le stesse cose per x^ negativo. 

Pel piano XjXg e paralleli si hanno ipei'boli in analoghe condizioni. 

La quadrica [III] è reale, si estende in due sensi all'iniìnito, ha 
punti iperbolici; e dicesi iperboloide a una falda. 

Le lunghezze dei due assi su Xj Xa, che secano la quadrica, sono 
2a^, 2a, ; e chiameremo 'Za^ lunghezza dell'asse sn X^ , che non seca. 

Come la [I], così anche la [II] può scriversi 



111] 



1 
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e allora sì pu6 verificare che, se a^ >■ a^, a^ è il minimo dei semidiametri 
trasversi. Questi poi crescono all'influito, e divengono infiniti sugli 
asintoti. 

Il tewema su tre semidiametri perpendicolai-i vede per l'iperboloide, 
purché si osservi clie il quadrato di un semidiametro che non seca va 
preso negativamente. 

Se «, = «3, l'iperboloido ò di rotazione intorno all'asse X^ . Non così 



X O. La [VI] fornisce per sezioni principali una coppia ellittica e due 
coppie iperboliche di rette. Le sezioni parallele alla prima sono ellissi 
realij simili e similmente poste e crescenti all'infinito. Le sezioni pa- 
rallele alla 2* sono iperboli nelle stesse condizioni, con gli assi trasversi 
tutti nella stessa direzione; e Io stesso dicasi delle parallele alla 3", 
Questo è il caso del cono iperboloidico. 

Per valori di a^ 0,03 rispettivamente eguali propornionali, la [VI] 
rappresenta il cono asintoto dell'iperboloide [III]. 

li cono è circondato dalla quadrica; poiché in ogni piano parallelo 
a x^Xj la conica della quadrica ha gli assi pili lunghi che quella del 
cono, e però circonda questa. 

11. La [IV] dà 



e però la sezione principale nel piano XjX^ è un'iperbole concentrica 
alla qnadrica, con l'asse trasverso So, nella direzione x, e l'altro 2ffj 
nella direzione Xj ; e variando iCj da a ± <», si hanno iperboli simili 
e similmente poste, coi centri su Xg , e con assi crescenti indefinita- 
mente sempre nelle stesse direzioni. 

Nel piano x^Xj e paralleli si hanno iperboli in analoghe condizioni. 

Si ha pure 



e però la sezione principale nel 
piano XjXj è un'ellisse imagi- 
naria; variando a;, da a o^ , 
si hanno ellissi iraaginarie; per 
a;, = «^ si ha una coppia ellit- 
tica di rette, e il plano è tangente 




crescente da 




y Google 



Cap. XVIII - § 11, 12 387 

hanno ellissi reali, ad assi crescenti indefinitamente, e tutte simili e 
similmente poste. Lo stesso per x^ negativo. 

La quadrica [IV] è dnnque reale, a punti ellittici, e composta di 
due falde estese al) infinito, di cui una è posta da una banda dello 
strato compreso fra i due piani paralleli aj^ = «j , (B, = — a, , e l'altra 
dall'altra banda. Questi quidnca si chiama iperboloide a due falde. 

L'asse su x, , che seca, è lungo 2a, ; e chiameremo 2% , 203 limghesse 
degli altri due aa>i 

Si può verificare che U minimo fra i semidianietH trasversi é es^ ; 
essi crescono all'infinito, e divengono infiniti sugli asintoti. 

8i può dire che le diie falde si riuniscono lungo la conica all'incito. 

Il cono asintoto dell'iperboloide [IV] è 



e le sue due falde circondano rispettivamente quelle dell'iperboloide. 
E chiaro che questo cono rientra nel tipo [VI]. 

L'iperboloide e il cono sono rotondi quando a^^a^, e l'asse di 
rotazione è Xj . 

12. Poiché le radici delta equazione A(p) = sono reali, le positive 
sono tante quante le variazioni di seguo nella successione dei suol 
coefficienti, e le negative quante le permanenze. E siccome Q è sempre 
positivo, cosi si hanno i seguenti casi : 



— H- ~ 3 radici positive 
H- -1- -T- 3 negative 

+ - +) 

— -i- -i- / 2 positive, 1 negativa 
-+- — — [1 positiva, 2 negative. 

Tengasi poi conto del fattore — nei denominatori delia [8] ; e si 

osservi che, se si mutano i segni dei coefficienti di {(x), la quadrica 
non si altera, ma B e Z> mutano di segno, mentre A e Cnon si alterano. 
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Con questo : la classificazioìie delle quadriche per cui B 

l C > , BD > Ellissoide imaginaric 



iJ 4- M < 



Altri casi Iperboloide a mia falda 

C>0, 7^D>0 Ellissmde reale 

Altri casi Iperboloide a due falde 

C > , BD >. Cono ellissoidico 

Altri casi Cono iperboloidico. 

Altrove (XVI, 10} aceennamino ad alcune trasformate di {[x), che 
sono forme canoniche ; poiché, indicando con Jiik una permutazione di 
1 2 3 e con X^ Xj X^ forme lineari (di cui la 1* contiene sei, , ia 2* x^ , 
la S"- x^ , sicché Xj = Xj = X^ = individuano un punto al finito), 
si ha 



f(a:^ X.2 x^ x^) ~ 



1 



B , 



- -r i[x, x^ x^l) -, X.-^ -— - Xj' - — - X.,^ ~ 1. 

^ anuA ' ahi, Sii A BuA ' 

Or conli'ontando i segni dei coefBcienti di X;* X^ X,J', si scorge che: 
nella precedente tabella è lecito sostituire Ba e ahi, a G e D {h, i es- 
sendo due dei tre indici 1 2 3). 



13. L'equazione di una quadrica a centro si riduce sempre a uno 
stesso fra i sei tipi già trovati di forma canonica, quando si riferisca 





a ire dtametìi coniugati qualunque ; e ciò in virtù della 
delle forme quadiatiche (V, 12). 
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Laonde si potrà ripetere, per le sezioni prodotte da tre piani dia- 
metrali couiug:ati e loro paralleli, ^;s^ ^—^ 
quasi tutto quel che sì è detto delle /^>^^^^ .-i^^j] 
sezioni principali e loro parallele; ffl /^^^s. ,*i=^^^^^'^^ 
e cosi ritroviamo delle proprietà // 1/ // jJ'^^>^^^ if v j 
già altrimenti dinnKtrate. P. es. // .■■'VLjfc^^gè^^^^^'^ ^^^^jV/^'' i 

dtte piani paralleli producono \^^^'^ ^^^'^^ 

nella quadrica sezioni omotetiche; W**^ '%^ 

un piano produce nella qimdrica e nel suo cono asintoto sozioni 
omotetiche e concentriche; 

se un punto di una quadrica a centro è ellittico o iperbolico o 
parabolico, tali son tutti (salvo il vertice nei cono); 

snll'iperboìoide a una falda e snl cono iperboloìdico esistono rette, 
ma non già sull'ellissoide né sull'iperboloide a due falde. 

l'I. Per calcolare gl'invarianti metrici assoluti della [I], supposta 
riferita a tre diametri couiugati qualunque, conviene moltiplicarla per 

— -, poiché allora i coefiìcienti divengono quelli della [2], e si 

possono applicare le [3] , [4] e [5] ; si hanno così le l'elazioni : 

A /sen*X| sen^J.^ sen^X^Ì Z)A 

A^! 1 1 1 1 CA 

^ 1 __ SA 

Dalla 3^ si deduce 

[12] 

e da questa moltiplicata per la 2% 

[13] „,. + „,. + „,.__ 

e dalla stessa moltiplicata por la 1% 
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La [13J dice che: è costante la somma dei quadrati di tre semidiametri 
coniugati di un ellissoide. 

La [14] dice che: è costante la somma dei quadrati delle aree deipa- 
railelogrammi costruiti su tre semidiametri coniugati di un ellissoide 
presi a due a due. 

La [12] mostra che a^a^aj^ A. è costante, ossia: è costante il volume 
del parallelepipedo costruito su tre semidiametri coniugati di un el- 
lissoide. 

Per l'iperboloide [II] a una falda basta mutar di segno a/; ed è 
focile enunciare i risultati, grazie alla definizione già data delia lun- 
ghezza di nn diametro che non seca l'iperboloide. 

Per l'iperboloide [III] a due falde si muteranno di segno a^^ e a^^. 

IS. Se nella equazione [I] dell'ellissoide riferito a tre piani dia- 
metrali coniugati si muta x, in sc, — a^, si viene a riferir l'ellissoide 
a un piano tangente e a due piani diametrali coniugati con esso e fi-a 
loro; cioè a un suo punto come origine, al relativo diametro come 
asse Xj , e a due retto coniugate nel relativo piano tangente come assi 
Xa e Xg. L'equazione diviene 

[15] —5 -+- --^ -\-% ^' = . 

Analogamente per gl'iperboloidi. 

Equazioni ridotte, classificazione a descrizione dei paraboloidi. 

xa. Passiamo ad esaminare il caso ^ = 0, ^=^1=0. Non è possibile 
fare sparire tutti i termini di 1" grado dalla f (ic, ic^ a^ 1) ; ma è 
possibile fere sparire i termini coi prodotti di due coordinate, mutando 
le direzioni degli assi coordinati senza spostar l'origine; ed all'uopo 
servono le stesse formoie esposte per le quadriche a centro, visto che 
ivi compaiono solo i coefficienti dei termini a 2» grado di f(x^ x.^ x^ 1). 

Attualmente l'equazione A(p) = si scinde nelle due 

n G 

uno dei' coefficienti a\^ a!^^ a'^-^ risulta nullo; e sia «'33 = 0. Allora 
l'equazione della quadrica diviene 

[1] ff'nXi=-)-a'ssX2*H-2fl',iXj-i-2a'a4.ya-h2«'34X3-i-a4i = , 
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e il di scriminali te riducesi a — «'u'^'V^'^ìi^Ì ^ siccome per l'ipotesi 
A^O esso noa è nullo, così sarà «'^(=4=0, «'j^H^O, ^'34=1=0, ed anche 
C=4=0. 

Ora spostfiremo soltanto l'origine, portandola in un punto da deter- 
minare (^lèa^al); l'equazione [l] diverrà (XVII, 6) 

-l-(«uSi''-+-«'2s^2^-f-2«'iili-i-2«'iiil3H-2a'34S3-i-a^^) = . 

Ciò posto, si possono far sparire due termini a 1" grado e l'ultimo 
termine, assumendo 



o'„S,>-(-o'„4'-h2o', 


.i-^So-ul,-!-".. 


2o'>. 

«'i4*«'ìE-t-«V«'ll 


-"■.A,"... 



e l'equazione si riduce a 

[3] a\^a),^ + a'^jic/ + 2a\^X3 = 0. 

È manifesto (§ 1) che l'origine è an punto della quadrica, e che x^ è 
il diametro per quel punto. Di più vedremo presto che il piano XjXj 
è tangente in quel puato e x,X3, XjXj sono due piani diametrali co- 
niugati. 

In particolare, si può supporre che l'orìgine sia il vertice della qoa- 
drica, S3 il diametro principale asse, x^Xj il piano tangente nel ver- 
tice, x,X3, SjXj i piani diametrali principali. Ed è ciò che noi per ora 
riterremo. 

Poniamo 

a, = mod(— «'^, : «',,), a^ = mod( — a\, : a\J. 

17", Allora, se «\, a',j son dello stesso segno, la [3] può scriversi 

[VII] ^ _H ^ — 2i«3 = ; 

poiché, se venisse -\-2x.^ basterebbe invertire il senso positivo su X3. 

La [VIIJ prova: che x^ non può esser negativo, sicché la quadrica 

resta tutta da una banda del piano x^x,; che il piano XjXj ha comuni 

con la quadrica due rette ellittiche per l'origine, simmetriche rispetto 
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poi'ò ò tangenttì nell'or' 



e elio, crescendo x^ da 
a oo, i piani paralleli a x,Xa se- 
cano la qnadi'ica in ellissi reali 
simili e simiimente poste, con gli 
assi nelle direzioni Xj e x^, e cre- 
scenti indefinitamente, 
Per iCj = la [VII] dà 

a?;* — 2n[CC3 = 0i 

onde il piano XjX^ seca la quadrica 
in una parabola, che ha per ver- 
tice l'origine, per asse X3 , per tangente al vertice x^ , per parametro 
2nj. E scrivendo la [VII] cosi; 




H ^ 2aJ ' 



si vede che ciascun piano parallelo a x.x^ seca la quadrica in una 
parabola eguale a quella in s,X3, con l'asse nel piano XjXj, e sempre 
nella direzione X3. 

Similmente: il piano x,Xg seca in una parabola, avente per vertice 
rorigine, per asse X3 , per tangente al vertice Xj , per paj'ainetro 2a^ ; 
e i piani paralleli a X5X3 secano in parabole eguali a questa, con gli 
assi nel piano XjX^ e sempre nella direzione X3. 

Insomma: la quadrica può venir generata da una parabola di para- 
metro costante, il cui piano sì muova serbando la stessa giacitura, il 
cui aase serbi la stessa direzione e lo stesso senso, e il cui vertice 
percorra un'altra parabola fissa, avente l'asse nella stessa direzione e 
. nello stesso senso che la mobile, e situata in un piano perpendicolare 
al piano mobile. Ed è facile scorgere che, comunque si scelgano i 
parametri di due parabole in queste condizioni, si genera sempre una 
quadrica del tipo [VII], 

La quadrica in discorso è a punti ellittici, e si estendo all'infinito 
in un sol senso; un paraboloide ellittico. 

Esso è rotondo intorno all'asse, se a, = a.,. 



18. Se n'ii o'jj son di segno contrario, la [Sj si riduce al tipo 
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Questa equazione mostra: cho il piano x^Xj lia comuni coe la qiia- 
drica due rette iperbolichej simmetriche rispetto a x, e x.^ , e situato 
nei due piani 



1/,;; Va. °' vk'^vk" 



che, crescendo % da a -f- qo , i piani paralleli a x^Xj secano in iper- 
boli simili e similmente poste, con gli asintoti paralleli a quelle due 
rette iperboliche, con gli assi diretti secondo Xj e Xj e crescenti inde- 
finitamente; e che, decrescendo ic^ da a — oc, si hanno anche iper- 
boli simili e similmente poste, ad assi crescenti indefinitamente ; ma 
gli assi trasvei-ai sono nella direzione n, per quelle iperboli e nella 
direzione x^ per queste. 

Il piano XjXj e suoi paralleli producono parabole eguali, di para- 
metro 2a„ con gli assi nel senso positivo di x, e nel piano XjXg. 

Il piano XsXj e suoi paralleli producono anche parabole eguali, di 
parametro 2«j , con gli assi nel piano x^x^ e nel senso negativo di x,, 
Insomma: la qnadrica può venir generata da una parabola di para- 
metro costante, il citi piano si muova serbando la stessa giacitura, il 
cui asse serbi la stessa direzione e lo stesso senso , il cui veitlce 
percori'a un'altra parabola fissa, avente l'asse nella stessa direzione ma 
in senso opposto a quello della parabola mobile, e situata in un piano 
perpendicolare al piano mobile. E comunque si scelgano i parametri 
delle due parabole, si genera sempre una quadrica del tipo [VIIIJ. 
La quadrica è a punti iperbolici, e si estende all'infinito da ogni 
parte: un paraboloide iperbolico. 

I due piani [4], i quali passano 
per l'asse del paraboloide, e conten- 
gono rispettivamente le due rette del 
paraboloide passanti pel vertice, con- 
tengono anche le due rette all'infinito 
del paraboloide; giacché, resa omo- 
genea la [Vili] e poi posto iCi = 0, si ritrovano le [i\. 
Questi sono i cosidetti piani direttori del paraboloide. 
Un paraboloide iperbolico non può esser rotondo. 

10, In qualunque modo l'equazione di un paraboloide si riduca 
alla forma [5], i termini a 2° grado devono aver lo stesso segno o 
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segni contrari secondo che il paraboloide è ellittico o iperbolic 
virtù della noia legge d'inerzia (V, 12). 




Gl'invarianti metrici assoluti di un paraboloide, calcolati sull'equazione 
così ridotta, forniscono le relazioni 



e dividendo la 3* per la 2% 
[6] a',, = 



formola che serve a calcolare ( 
A ha il segno opposto a C. 



„ e che ci mostra che nei paraboloidi 



30. Tenendo presente tutto quanto precede, vediamo che : lacktssifl- 
cagione delle quadriche per cui B = 0, 4=!=0 è la seguente: 

_l-4<0, C>0, Paraboloide ellittico, D H= 0. 
' ' ( ^ > 0, <? < 0, Paraboloide iperbolico. 

Qui è lecito sostituire B,i a C, ove i = 1, 2, 3 ; poiché la forma cano- 
nica usata al e. XVI § 10 per B^O diviene 



kB^i 



-(^vx, -2^,,x,), 



ove hik 6 una permatazione di 1 2 3 ; or qni i coeflìcienti di X^'' e X^" 
ban lo Stesso segno so Ba <0, diverso se Bu >-0; e inoltro la rela- 
zione — A/^^^A^jÀ^^ — Ai^^^AB^i prova che, se -4,^-^0,^ e Ba hanno 
i segni opposti. 
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31. Se si calcolano gl'invarianti assoluti della [VII], dopo averla 

moltiplicata per — a\^ ossia i ]/— -- , d'accordo con le [5] si trova 



^v-m 






delle quali la 2" può scriversi 

e allora la 1^ diviene 

[8] Ojsen^;^, -+- a,sen^?.„ = ^ ^ l/- 



C 



Poiché 2a,, 2(Tj sono i parametri delle parabole net piani XjXayXjXg 
e relativi al punto origine, e quindi riaiSen'Xa, 2a^5&a.*\ sono i parametri 
prìncipaii delle medesime (XIV, 21), la [8J dice che: in v/n paraboloide 
ellittico è costante la aovn/ma, e in un paraboloide iperbolico la diffe- 
renza dei parametri principali di due qualunque parabole coniugate. 

Sul diametro Xg prendiamo un segmento arbitrario fc, e pel suo ter- 
mine conduciamo il piano coniugato al diametro: il piano seca il pai'a- 
boloide nella conica 



2a,fc, SffljS; sono i quadrati di quei due semidiametri coniugati della 
conica che stanno nei piani XjXj, x^x^; e il volume del parallelepipedo 
costruito su questi due semidiametri e sul segmento k è espresso da 

k (/2«i& y^ajc |/a = 2fc^|/«^ajA = —]/ — AQ, per la [7] . 

Quindi: il volwme del parallelepipedo, che ha per spigoli due semi- 
diametri coniugati qualunque di una conica non parabolica del para- 
boloide e il segmento che il piano di essa stacca dal diametro suo co- 
niugato, varia in ragion diretta del quadrato di quel segmento, ma non 
dipende dalla posisione del diametro. 
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Applicando le precedenti relazioni alle due parabole principali, à 
agevole vedere che i loro seraiparametri principali sono le radici del- 
l'equazione in P : 



^(-i/-^)-- 



33. Messa l'equazione di un ellissoide o iperboloide a due tàlde 
eotto la forma (§ 15) 



EÌ facciano crescere a, Oj a, indefinitamente, ma si supponga che rti^:«3, 
«j* : CS3 abbiano per limiti S'j, S'j (oppure siano costanti ed eguali a ^, , *j); 
l'equazione diverrà 

__ + _ ^2^,-0, 

che rappi'esenta uu paraboloide ellittico. Analogamente da un iperbo- 
loide a una falda si deduce un paraboloide iperbolico. Dunque: ogni 
paraboloide può considerarsi come limite di una quadrica a centro, 
a spunti elUtUcì o iperbolici com'essa, la quale vari conservfÀndo fissi 
un punto e il diametro e il piano tangente relativi, mentre i semidia- 
metri deUe segoni parallele a questo pia-no crescono indefinitamente 
con legge determinata. 

Classificazione dei cilindri e delle coppie di piani. 

33. Supponiamo ora B =0 , ^ = 0, e quindi uno almeno fra 
•^11 '^'m '^'34 nullo. 

Sia «'^|=4=:0, a'33=|=0 (onde C'-hO) e «3^ — 0: prendendo 

e lasciando iudcterrainato ^.d la [2] si riduce al tipo 

IIX] «;,a;j* -+- a\^^^ -+- a\, = 0, 

e rappresenta un cilindro ellittico iperbolico , avente per asse Xj , 
e per traccia nel piano XjXj la conica ivi rappresentata dalla [IX]. 



y Google 



Cap. XVIII - § 23, 24 397 

Questa couica, m è ancho a\^ = 0, degenera in due rette ellittiche o 
iperboliclie ; e il cilindro riducesi a dae piani, reali o complessi-conhir- 
gati, secantisi Lungo una retta reale al finito, e determinati dalla 
equazione 

[X] '''u^i' -I- c'i^-ì^ = 0. 

Sia «'uH-Oj «' 2-2=0 (onde C = 0, B-'^O), e a\^---0: allora, lasciando 
indeterminati 5j Ij ed assumendo ^i = ^ , la [2] diviene 

a\^x^^ ■+- 2a'3j3!j -f- 2a\^Xg •^a^j=^0 ; 

or conservando il piano x^Xg, e movendo gli altri due in modo clie 
uno divenga il piano S^'j^cc^ -+- '•ia'^^os^ -i- a^j — e l'altro sia perpen- 
dicolare ai primi due, questa equazione si trasforma in 

[XI] a\^X,^ -+- 2a\^X^ --= 0, 

che rappresenta un cilindro parabolico, la cui traccia sul piano XjX^ 
è la parabola rappresentata dalla [XI], e le cai generatrici son paral- 
lele alla retta X^. 

Analogamente se a'i, = 0, a^^ =1= (onde C = 0, D H= 0), e «3^ 4- 0. 

Sia d^^ ^= 0, a'^^ = (onde C = 0, I> H= 0), e a'g^ = : la [2] diviene 

[XII] «'ii^i* -+■ 2«'„Xi -+- Sa'^jXa + «44 = 0, 

e rappresenta anche un cilindro parabolico, con le generatrici nella 
direzione Xj. Esso riducrai a due piani paralleli, se anche a'^j =■ 0. 

Sia a'i, = 0, «jj = (onde C=0, Z>-=0), e a'34-HO : la [3J si abbassa 
a 1° grado, e però rappresenta vm-pianoal finito e il piano aH'inflnito. 

Lo stesso, se è anche a'^, = 0, ma a\^ e «j^ non sono amendue 
nulli ; nel qua! caso si ha il piano all'infinito contato due volte. 

34. La classificazione delle quadriche per cui B ^0 e A ^=0 è la 

I C>OI «Afi-d/i < 0, Cilindro ellittico reale (*) 

j j aiiiiAii > 0, Oilindro ellittico imaginario 

1 C<0 Cilindro iperbolico 

\ C=0 Cilindro parabolico. 



(') Poiché allora le ttaece (lui 1 
(XIV, 18). 
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Si j)ìtó a A e B sostituire due fra A^^ A^^ A^^ A^^, 
È pur lecito sostituire Bu a G. 

Da ultimo: la, classificazione delle guadriche per cui B = 
A^i ^ 0, ^53 = 0, ^33 = è la seguente: 

ÌC>- Duepiani complessi-coniugati con retta o 
reale al finito. 
(7 < Due piani reali id, 
I Ani, hi >■ Due piani paralleli complessi-co- 
C =■■ \ niugati 
I Alti, hi < Due pia/ni paralleli reali 
\ Ahi, hi = Due piani coincidenti reali. 

Pel caso C = È sufficiente che si annullino 5 suddeterminanti di B, 

Si pitó sostituire Bu « C. 

Le classiflcazioni esposte delle quadriche a centro, dei paraboloidi, 
dei cilindri e delle coppie di piani esauriscono l'intera classificazione 
delle quadriche. 

Proprietà delle ^uadriclie dalle eijuazioni ridotte, 

25. Presenteremo ora alcuni esempi dei vantaggi, che nello studio 
delle proprietà delle quadriclie si ricavano dall 'adoperare le forme 
ridotte dell'equazione di 2" grado. Così ci si porgerà anche occa- 
sione di applicare le avariate formole esposte nei precedenti capitoli 
relativamente all'equazione generale di 2" grado. 

Denoteremo con x y zìe coordinate eartesiane ordinario di un punto, 
e con u V w le coordinate pliickeriane ordinarie di un piano. 

Sia 



[1] fc,2/,i)= -^^+ 1=0 



l'equazione di un ellissoide riferito a tre diametri coniugati, dei quali 
sono 2n 2b Zc le lunghezze. Sarà 

Ucc... 1) - |- , f,(«-.. 1) - 1- . ««'■■■1) ~ |i . f.(«- 1) - - 1, 

L'equazione del piano polare del punto P'(a^' y' z'), oppure del 
piano tangente in P' quando P' è un punto dell'ellissoide, è 
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[21 — - -t- 4t- -f- -7 — 1 = 0; 

'■ ■■ a^ ì}^ c^ 

e l'equazione del piano diametrale parallelo a questo piauo, cioè co- 
niugato al diametro diretto al punto P', ò 

[3] ^ -^ TT -^- ^ = 0. 

Le coordinate u v \o del detto piano polare di P' sono 

r41 u--'i- v-~l »_--■ 

u però 

16] „.„.+ 6V+cV_iJ + ^-(-!^- 

Di qui, supposto P' sull'ellissoide, otteniamo l'equazione dell'ellissoide 
considerato come inviluppo ; 



[6] 








aV+h 


■o«+c'i 


Del 


resto 


è facile 


ve, 


■ifleare 


che 






F(»»n 


'D 


..-- 


1 / . 



36. Se ^ ò la distanza dal contro a un piano {uvw) e a|3y sono 
gli angoli di essa con gli assi coordinati, si lia evidentemente 

cosa cosS cosY 

[7] M,^.— - v= '- w = i ; 

P P P 

c so il piano è tangente all'ellissoide, si deduce dalle [6] e [7] 

[8] p^ = «^cos^a -H ii'cos'l? + cVos'y . 

Se jo p' p" sono relative a tre piani tangenti mutuamente perpen- 
dicolari, applicando ad essi la [8] e sommando ai trova 

[9] p^ -Ir p"^ ^n p"^ = a« + &5-I- e} 

(essendo coa°a-+-cosWH-co3a" = !,...)■ Ora p' -^-J/^ -i-^"^ oqxiivalc al 
quadrato del vettore che va dal centi'o al punto comune ai tre piani. 
Dunqtie : il luogo dei punti, da cui si possono condurre all'ellissoide 
tenie di piani tangenti perpeìidicolari (ovveìv dei verUci dei triedH 
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trirettangoU circoscritti all'ellissoide), è una sfera, concentrica all'el- 
lissoide e di raggio Va^-^-h^-^-c^. Eitroviamo crai che: è costante la 
somma dei qioadrati di tre seìnidiametri coniugati (*). 

ST. Supponiamo ora l'ellissoide riferito ai diametri principali. 

Per determinare i piani che passano pel centro e secano l'ellissoide 
secondo circoli, chiamiamo r il raggio di uno qualunque di tali circoli, 
ed osserviamo che i suoi punti appartengono così all'ellissoide come 
alla sfera ai* -i- j/^ ■+- s* ~ )•* = 0, e qnindi appartengono anche alla 
quadrica 



S-)^ 



= =0. 



Or questa quadrica è un cono che ha per vertice l'origine ; ed è chiaro 
che si deve scindere nei piano del circolo richiesto, e quindi anche 
in un alti'o piano, il quale secherà anche la quadrica secondo un cir- 
colo. All'uopo basta si annulli il discriminante del l*" membro consi- 
derato come forma quadratica di xy s, ossia 



(^0(^-)(::-)^ 



o -„— 1=0, -- — 1=0, -- — l--=0. 

Nel P caso è )-^ = i7.*; l'equazione diviene 

i^a^ _ i,^) chf H- {a' - e"-) b's' = 0, 
e tii scinde nelle due 

[10] |l/„-i^i ±!!/c^^^_o, 

che rappresentano due piani per l'asse x e simmetrici rispetto ai piani 
XJ, xz. 

(*) Qiieato procedimento fe applicaMlo aiicbo alla oouica. 
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Del pari nel 9." caso si lianno due piani pev y. 
Eli] - Yb'' — e' ± - Ya'"^' = ; 

e nel 3" due piani per z, 
[12J !|/?^T?i|lF^^'_0. 

Or supposto a>ii>c, è chiaro che solo la 2* coppia è reale; e se 
a = b b = c, due coppie si confoudono in un sol piano e la rimanente 
è imagìnarìa. 

Dunque : per ogni ellissoide (reale) esistono due piani diametrali 
(reali) che secaìw l'ellissoide secondo circoli. Questi piani passaiio per 
l'asse di media lunghezza, e so7io simmetricamente posti rispetto ai 
piani diametrali principali. Essi e i loro paralleli costiùaiscono i dite 
sistemi di piani (reali) che secano l'ellissoide in circoli (piani ciclici). 

Nell'ellissoide rotondo si riducono ai paralleli. 

Il diametro coningato a un piano della 2" coppia giace nel piano 
diametrale principale y = 0, ed ha le equazioni 

y = 0, 



le coordinate dei suoi estrerai soddisfanno a queste equazioni ed alla [1]; 
dunqvie esse sono 

/ i /«= — b^ I /h- — c^ ] 

si hanno così quattro ombelichi reali. 

Alla 2° e 3* coppia di piani ciclici corrispondono altre due quaterne 
di ombelichi; ma sono imaginarie. 

SS. Quasi tutte le c<ffie ora esposto per l'ellissoide valgono anche 
per l'iperboloide a una falda riferito a tre diametri coniugati o ai 



solo bisogna mutare dappertutto c^ iu — c=, e quindi e in ci. 

E. D'OviDco. — Osomslrm analilics. 
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P. 68., se per un momento ab e indicano i semiassi, posto n >• ^, 
i piani ciclici reali sono quelli delia 1' coppia, cioè 



n/iFin>±:j/3 



dunque : nell'iperboloide a una falda i due sistemi di piani ciclici (reali) 
sono paràUeli al maggUn-e dei due assi trasversi. 
Gli ombelichi sono tutti imaglnarì. 

S9. Scritta la [Ij cosi; 



j 1 + ?i ( 1 - ri 



si scorge die, qualuu(jtic sia il parametro ?,, la retta comune ai due 
piani 



y\ 



1 --■ -1^ 



giace sull'iperboloide; giacché eliminando \ fra le [4] si cade nella [S]. 
Facendo prendere a X tutti i valori reali, le [i] rappresentano due 
fasci di piani in corrispondenza univoca ; e considerando le intersezioni 
di due piani corrispondenti qualunque, si ottiene un sistema di co 
rette giacenti sull'iperboloide; ed 6 fàcile vedere che due qualunque 
di esse sono sghembe, 

La [3] mostra che un altro sistema di co rette sull'iperboloide 6 defi- 
nito dallo cqua5;ioiiÌ 

facendo variare il parametro ii; e due qualunque fra queste rette sono 



Ma nna retta del 1° sistema e una del 2° cadono in uno stesso piano; 
e per assicurarsene basta osservare che sottraendo dalle [4] rispetti- 
; le [5J si ha lo stesso risaltato 

j/=.&(|i-X):(lt-HX), 



yGoosle 
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j però le qvifittro equazioni [4] e [5] ammettono tma soluzione comune. 
Quattro rette del 1" sistema, corrispondenti 
a quattro valori assegnati di J. secano una 
retta del 2" sistema in quattro punti, che 




sono gli ste^i in cui es 
quattro piani del fascio 



ì incontrata dai 



corrispondenti a quei valori dì ?. ; dunque il 
birapporto dei quattro punti è eguale a quello dei quattro piani; vale 
a dire che le punteggiate segnate dalle rette di un sistema su quelle 
dell'altro, e i fasci di piani per le singole rette di un sistema e per 
tutte quelle dell'altro, son tutti projettivi. 
Fra le rette del 1° sistema vi sono le 



l - -, = 



che corrispondono a X = a J. = e 
sistema vi sono le 



- — 7 = 0, 
. Similmente, 



fra le retto del 2" 



Per ciascun punto dell'iperboloide possiamo far passare una coppia 
di piani [4] e una di piani [5], e però due rette, una per sistema. 

Sappiamo che sopra nna quadrica non possono esistere più di due 
sistemi di rette. P. es. i sistemi analoghi a [4] e [5]: 



[6] 

m 






I). Kf-3-'-I< 



coincidono con quelli. Si può infatti verificare che il sistema [7J si 
riduce a [4], e [6] si riduce a [5], prendendo rispettivamente 



Tutte queste proprietà concordano e 
I 13 e nel e. XVII | 17. 



1 quanto esponemmo nel e. XVI 
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È chiaro che, considerando due rette di un sistema e due dell'altro, 
si hanno quattro spigoli di un tetraedro, il quale è contempora- 
neamente iscritto e circoscritto all'iperboloide, I rimanenti due api- 
goli opposti del tetraedro sono due rette coniugale. Ogni eoppia di 
rette coniugate individua un cosiffatto tetraedro, 

30, Poiché siamo ritornati sulle proprietà esposte nel e. XVI § 13, 
crediamo utile ricercai'e analiticamente il luogo generato da una retta, 
che si Tnuova appoggiandosi a tre rette date sghembe e nonparallele a 
uno stesso piaito. 

Per avere le equazioni delie ti-e rette date nella forma piti sem- 
plice, condtieiamo per ciascuna inetta i piani paralleli alle altre due, 
formando cosi un parallelepipedo, del quale esse sono tre spigoli non 
contigui ; ìndi poniamo l'origine ne) centro del parallelepipedo, e ti- 
riamo gli aasì coordinati parallelamente alle tre rette. Detti 2«, 26, 2c 
i tre spigoli, è chiaro che le tre rette date hanno le equazioni 

{g = h, s^ — c), {z = c, x = — a), {w= a, y = — h). 

Assumendo le equazioni della retta mobile sotto la forma 

^^ ~ T' " T" ' 

le condizioni perchè essa incontri lo tre rotte e 



or moltiplicando queste fra loro e sopprimendo gli accenti, avremo 
come equazione del luogo 

(!■-") {y-liì {'-<:)- (a! + o) (!/+6) («-*-«), 
ovvero 
[8] ayz -(- hzx -i- exy -i- ahc = ; 

la quale (§ 1) rappresenta un iperboloide a una falda riferito a tre 
asintoti. 

Si noti che nel parallelepipedo vi sono altri tre spigoli non contigui, 
ì quali appartengono anche all'iperboloide: essi con le tre rette date 
costituiscono un particolare esagono iperholoidico. Tutte le facce del 
parallelepipedo sono tangenti all'iperboloide, e ciò in sei degli otto 
vertici del parallelepipedo. 
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E chiaro che un iperboloide rotondo a una falda può esser generato 
in due modi da una retta che roti intorno ali'aase non trasvei-so. 

Del resto, possiamo dimostrare che la superficie, generata da una 
retta rotante intorno ad una retta fissa sghemba con essa, è un iper- 
boloide a una falda. 

Prendiamo per asse delle z la retta .fissa, per asse delle x la per- 
pendicolare comune alla retta fissa e alla posizione iniziale della retta 
mobile, per asse delle y la perpendicolare ai due assi precedenti ; indi 
chiamiamo X e ji l'angolo e la distanza costanti fra la retta mobile e 
la fissa. Saranno 

y=\y, x = ztgX 
ie equazioni della detta posizione iniziale, e quindi sarà 
[9] x' + y'-nHg'l^ii' 

l'equazione della superfìcie. Essa dunque è un iperbcloidc a una falda, 
di semiassi ji , jj-, -^ . Mutando il segno di ?., si ha l'altro sistema 
di rette sulla superlicic. 

31. Anche per l'iperboloide a due falde 

valgono quasi tutte le formole e le proprietà esposte per l'ellissoide 
{§§ 25, 26, 27) ; solo bisogna mutare 6' e t^ in — &* e — i-}, e quindi 
6 e e in 6i e ci. 

P. es. se « & e sono i semiassi, posto fi>c, i piani ciclici reali 
sono quelli della 2* coppia, cioè: 

[2] -Yb^^' ± -|/;^^ = ; 

dunque: nell'iperboloide a due falde i diis sistemi di piani ciclici reali 
sono paralleli all'asse non trasverso piit lungo; e va notato che non 
tutti questi piani secano in circoli reali ; fra gli altri quelli pel centro. 
I quattro ombelichi corrispondenti sono reali. 

33. Quanto al cono iperboloidìco riferito a tre diametri coniugati 

ni — I- r = , 
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U piano polare di un punto (x' y' s') i 
aix y'y z' 



e però ciascun piano {u v w) tangente lungo una generatrice soddisfii 
l'equazione 



77 cono ammette due sistemai di piani ciclici reali, e precisamente 
gli stessi degl'iperboloidi a una e due falde cui è asintotico; i quali 
iperboloidi sono rappr^eutati dall'equazione 



I essendo qualunque. 
Ije equazioni di uua retta del cono sono 



^-i- _ = J,4-, 



L'equazione del couo^ generato da una retta rotante intorno a una 
retta fissa clie essa incontri sotto l'angolo ?., può ridursi a 

[7] x' -H y^ = s'tgU ; 

comò si vede, sia direttamente, sia ponendo [1 = nell'ultima equa- 
zione § 30. 

E l'equazione del cilindro, generato da una retta rotante intorno a 
una retta fìssa parallela ad essa ed a distanza ji, evidentemente può 
ridursi a 
[8] ai= + y= ^ i^K 

33. Passiamo ora ai paraboloidi. Sia 

[IJ ^ ^ ^ _ 2^ ^ 

l'equazione di un paraboloide, riferito a due rette coniugate in un piano 
tangente e a! diametro pel punto di contatto. 
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Allora 






■(^...1) = 


-^' 


f,(j;...l)~|-, f,(a;...l) - - 
A-- \ , /; = , <ìcc. 



L'equazione del piano polare del punto V\x' y' s'), oppnre del piy.iio 
tangente in l" quimdo P' è nn punto del pavaboloidcj è 

[2] ^^!^_._.'.o. 

Se (il V w) son k; coordinate di questo piano, si ha 

^ ' na" 111-' «• ' 

e perù 

onde risulta che l'equazione del paraboloide come inviluppo & 
[6J au^-^hv'' — 2w -^ 0. 

Del resto si vcritiea facilmente che 

S-J:. So p è la distanza dall'origine a un piano tangente, e ^ j? y 
gli angoli di casa con gli assi coordinati, si lia 

[6] rtcos-a -+- &cos^P = 2jx;osY . 

Per tre piani tangenti mutuamente perpendicolari si ha 

„ a-^-h 
[7j jjcosy-i-^cosy -^-p cosy ^- — - — ; 

e siccome il 1" membro equivale alla projezioue sull'asse delle z del 
vettore che va dall'origine al punto comune ai tre piani; cosi questa 
projezione è costante. Dunque: il luogo dei vertici dei triedri trirettangoU 
circoscritti al paraboloide ellittico è un piano perpendicolare all'asse. 

EsBO dista di - - dal vertice. 
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35. La l'icerca dei piani ciclici del paraboloide riesce agevole, se 
si considera il paraboloide come limite di una quadrica a centro (§ 22). 
Basta mutare «* e 6* in ac e he nelle formole del | 27, e poi ritener 
costanti a e 6 mentile si fa crescere e indefinitamente, per ottenere 
tre coppie di piani ciclici de! paraboloide ellittico [1]. Supposto a> ò 
nella [1], risulta reale solo la 1* eoppia, che è 

m ±!/|/^-f-2 = 0; 

e i suoi piani coincidono se « ^ 6, 

Danque: p&r ogni paraboloide ellittico esistono due sistemi di picmi 
ciclici reali; essi son paralleli agli assi Tnaggim-i delle sezioni perpetir- 
dicolari all'asse, ecc. Nel paraboloide rotondo si riducono ai paràUeli. 

l due ombelichi reali al fluito del paraboloide ellittico souo 



Ì0,±|/6("-6), l-l"-')! 



3G. Nel paraboloide iperbolico, supposto a>-0 e ?i<0, 6 reale solo 
la 'ò^ coppia di piani ciclici, cioè 
[1] yya±xy^^b=^0; 

ma questi sono paralleli ai due piani direttori (§ 18), e quindi i cir- 
coli in essi contennti degenerano in una retta al finito e in una retta 
all'infinito. 

L'equazione di un paraboloide iperbolico 
può scriversi cosi : 

onde si scorge che la retta di equazioni 



[2] 



V^ V^' 



appartiene al paraboloide, qualunque sia X. Variando X, le [2] rappre- 
presentaoo due fasci di piani, e dallo intorsozioni dei piani corrispon- 
denti si ottiene un sistema di <xi rette sul paraboloide ; le quali sono 
tutte parallele al piano direttore 

X y 

e SODO sglicjobe. 
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Un altro sistema di co rette sul paraboloide è definito dalle equa- 
zioni 



l'i v 



ik 



y^i 



queste rette sono parallele sll'altro piano direttore 



1'» ì/= 



e sono sghembe. 

Ma UQa retta del 1" sistema e i 




lei 2" cadono in un piano, poiché 
la 1' [2] con la 2" [3] dà 2s = Xp., o 
lo stesso dà la 2' [2] con la 1" [3]. 

Non vi possono essere altre rette 
sul paraboloide. 

Dall'essere le rette di un sistema 
parallele a un piano, segue che esse 
dividono due rette qmilnnqne del- 
l'altro sistema in parti proporzio- 
nali. 



3'7. Viceversa: urui retta, che si muova appoggiandosi a due rette 
fisse sghembe e mantenendosi parallela a un piano data, g&n&pa un 
paraboloide iperbolico. Per ottenere l'equazione del luogo in una forma 
semplice, si scelga come asse delle z la rotta che unisce le tracce delle 
due rette fìsse sul piano dato, e come origine il punto medio fra le 
dette tracce; indi, condotte per l'origine le parallele alle due rette, si 
prenda per asse delle x la retta che il loro piano ha comune col piano 
dato, e per asse delle y la retta coniugata armonica di essa rispetto 
a quelle due parallele. Allora le equazioni delle due rette fisse saranno 
della forma 



(3 = ji, x = Xtj), (a -= ~ |J., :, 



->-yy, 



un piano mobile parallelo al piano dato y ^ seclierà le due rette 
nei punti 

0-y, y, i'-), i—'^y, y> — \>-)\ 

un punto qualunque della retta mobile individuata da questi due punti 
avrà la stessa y di essi, ed avrà la a: e li 
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nXy — mXy n — m ^ n\ì. — 



d'onde, p-Hminando , risulta 

n-i-m ' 

W Xy^ = \i.x 

come, equazione del luogo. Questo è un paraboloide iperbolico, percliè 

nella [4] l'unico termine di 2° grado è prodotto di due fattori lineari 

reali. 

La [4] è la più semplice equazione di un paraboloide iperbolico: 
l'origine è sul paraboloide, l'asse delle s è un diametro, i piani xz, yz 
eon paralleli ai due piani direttori. 

Ancora : una vetta, che si muova appoggiandosi a tre rette fisse pa- 
rallèle a v/ìi medesimo piano, genera un paraboloide iperbolico, E in- 
vero, scegliendo per asse delle s una retta che incontri le tre rette 
fisse, e gli assi delle x e y paralleli a due di esse, le equazioni delle 
tre rette Asse si presentano sotto la forma 



(x = 0, 2 = «), {y^O,^^h}, (x = my,^ = c); 
allora le equazioni di una retta appoggiata alle due prime sono 

x = X{^-a), y = i,{z-h), 
e questa retta ai appoggia alla terza se 

;.(c-«) = m^(c-6); 

quindi eliminando J, e ji dalle ultime tre equazioni, si trovìi come equa- 
zione del luogo 

[51 (c~a)x{z-ò)^m{c-b)y(z-a). 

Poiché i termini di 2° g:rado hanno comune il fattore z, il luogo è un 
paraboloide iperbolico. 

3S. È agevole dimostrare la segi\ente generazione delle quadriche 
tutte: 

CTJK* conica sia fissa in un piano, ed un' altra conica sia variàbile 
in un piano mobile (non parallelo a quello): se il piano mòbile con- 
serva la stessa giacitura, e la conica variabile si conserva omotetica 
(alla sua posisioìie m-iginale) ed ha sempre come diametro quella corda 
della conica fissa che appaHiene al piano mobile; il luogo della conica 
variabile sarà ima quadrica. La quale avrà per centro quello (o quelli) 
della conica fissa, e avrà come coniugati il piano fisso e il piano mobile. 
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Quadriche equilatere. 

30, Noi abbiamo già esamiaato alcune particolarità di quadriche, 
subordinandole a quelle dell'importante equazione A(p) = 0; e preci- 
samente: abbiamo veduto che la quadrica è un paraboloide quando 
nella A(p) = manca il termine costante B, ed è rotonda quando è 
nullo il discriminante della i(p) = 0. Ora tratteremo qualche altro caso 
particolare. 

Sia nullo D, coefficiente di f nella i(p) = 0. Posto che A & B non 
siano nulli, cioè che si tratti dì un ellissoide o di un iperboloide a 
una due falde, è noto (§ 4) che le radici della A(p) = differi- 
scono pel fattore —, preso coi debiti segni, dai quadrati inrersi dei 

semiassi a h e della quadrica; e però il D differisce pel fattore - — ^ 
dalle lispettive somme 



e siccome la 1^ somma è certamente positiva, così l'ipotesi iJ = può 
stare solamente per nn iperboloide a una falda in cui sia 

e per un iperboloide a due falde in cui sia 

Assumiamo per equazione dell'iperboloide a una falda 

e consideriamo una retta dell'iperboloide e un punto {x' y' s") di quel- 
l'asintoto che le è parallelo, cosicché 

Sarà 
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un piano perpendicolare all'asintoto ed alla retta considerati; e questo 
piano secherà l'iperboloide in un'iperbole equilatera, poiché si veri- 
fica la (XVII, 47) condizione, che qui si riduce a 



la quale, per la [4], si trasforma in 

e quindi è conseguenza della [1], 

Dunque : per un iperboloide a una falda, la condizione D — esprime 
che i piani perpendicolari alle rette deW iperboloide secan/} questo in 
iperboli equilatere, E se vaio di questi piani seca in una iperbole equi- 
latera, lo stesso avverì-à per tutti. 

In questo caso l'iperboloide dicesi equilatero. 

Eifìettasi che fra i piani perpendicolari a una retta dell'iperboloide 
ve ne ha dae tangenti, nei quali le sezioni saranno coppie di rette 
perpendicolari, una retta per sistema ; e che le rette delle due coppie 
sono rispettivamente parallele. Quindi si può anche concludere che : 
per un iperboloide a una falda, la condisione D^O esprime che a 
ciascuna retta dell'iperboloide ne corrispondono, nello stesso sistema, 
altre due ortoffonali ad essa e fra loro. E se ciò avviene p&>' una retta, 
avverrà, per tutte. 

A tali ire rette di un sistema ne coiTispondono tre nell'altro, rispet- 
tivamente parallele a quelle; e tutte le sei rette formano un esagono 
iperboloidico con tutti gli angoli retti; onde i relativi parallelepipedi 
definiti al § 30 sono tutti rettangoli, e però i loro vertici appartengono 
tutti alla sfera luogo dei vertici dei triedri trirettangoli circoscritti 
all'iperboloide. 

Ripetendo il procedimento sulla [3] priva del 2" membro, abbiamo : 
p&r un cono quadrico, la condizione Z> = esprime che le sezioni per- 
pendicolari àUe generatrici sono ipei'bóli equilatere; e se ciò avviene 
per una di tali sezioni, avven-à per tutte. Allora il cono dlcesl 
equilatero. 

Considerando che, fra le dette sezioni, quelle che passano pel vertice 
si scindono in due rette perpendicolari, abbiamo pure che : per un 
cono quadrico, la condizione D =^ espnme che ad ogni generatrice ne 
corrispondono altre due formanti con essa un triedro trirettangolo ; e se 
ciò avviene per una, avv&iTà per tutte. 
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Poiché cinque rette di una stella individuano irn couo quadrico, 
apparisce che : i sei spigoli di due triedH trivettangoli aventi lo stesso 
vertice appartejigono a un ùono quadrico ed equilatero. 

Analogamente: per un iperboloide a due falde, la condizione D ^ 
esprime che v/na, e quindi tutte le sezioni perpendicolcm'i agli asintoti 
sono iperboli equilatere; oppure: ad uno, e quindi a ciascuno asintoto 
ne corrispondono altri due perpendicolari ad esso e fra loro. E l'iper- 
boloide dicesi equilatero. 

^iO. Nel paraboloide ellittico 



è chiaro che D non può esser nullo. 
Nel paraboloide iperbolico 

a b 
una radice della A(p)^0 è nulla, e le altre due souo proporzionali a 
— e — - — ; quindi per .D = si ha a = b, e le sezioni perpendi- 
colari all'asse sono iperboli equilatere. Adunque: per un paraboloide 
iperbolico, la condizione D = esprime che una, e quindi ogni sezione 
perpendicolare aU'asse è un'iperbole equilatera; ovvero: cAe quelle due 
rette del paraboloide che passano pél vertice sono perpendicolari ; ovvero: 
che i due piani direttori sono perpendicolari; ovvero: che tutte le rette 
di un sistema son perpendicolari a quella retta deU'altro sistema che 
passa pel vertice. Questo paraboloide dicesi equilatero. 

Di qui è &cile dedurre il teorema: date due rette sghembe, la su- 
perficie luogo delle perpendicolari condotte all'una pei punti dell'altra 
è un paraboloide equilatero, ecc. 

Può anche dirsi che D === esprime che le dite parabole principali 
sono eguali ed opposte. 

Qnadriche ortogonali. 

41, Un'altra particolarità notevole si presenta quando una radice 
dell'equazione i(p) = è eguale alla soraraa delle altre due, ossia 

quando ~ -^^ è una radice dell'equazione A{p) = 0, ossia quando è 
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soddisfatta la coudizionu 

[IJ IP — iiìCD -+- 8Q^B ^ 0. 

So la quadrici b un ellissoide di semiassi a b e e se a';>l)';>Cf la 
[IJ ai traduce in 

1 1 i 

alioi'a le eiiuazioni dei piani diametrali ciclici reali si riduccnn a, 

nz X \ '((= — b"' + ?<3 = , 

onde 8i deduce che: quando in un ellissoide si verifica In condisione 
[1], i due diametì-i perpendicolaH ai piani dcUd (reali) passano per 
gli estremi dei seffmenti eguali a h, elevati dai fuochi deU'eìlisse prin- 
cipale di assi 2a, 26 perpendicolarmente al piano di essa. Allora l'ol- 
ii ssoi de dicesi ortogonale. 

Per un' iperboloide a nna falda riferito ai suoi assi, posto a > h, la 
[1] equivale alla 



i piani ciclici reali sono ^ly i cs = 0, i diametri ad essi perpendicolari 
sono f "" 



dell'iperbole principale nel piano a^ = 0. E siccome in ciascuno dei 
due sistemi di rette sull'iperboloide una è parallela all'uno asintoto 
e una parallela all'altro; così concludiamo che: ^er un iperboloide 
a una falda, la [l] è la condisione afflìichè vm. sistema di piani ciclici 
(reali) sia perpendicolare ad una, e quindi a due rette dell' iperboloide; 
nel qual caso l'altro sistema di piani ciclici sarà perpendicolare a due 
altre rette dell'iperboloide. E l'iperboloide sì chiamerà ortogonale. 
Fra queste quattro rette, due di uno stesso sistema sono 

(--1-0, l---o), (i + l=0, f+i-o); 
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e due pi.aoi variabili noi fasci da essu determinati aoEO 

& c \ '(/ V(i (1/ a 

questi per uno stesso valore arbitrario di ì. verificano la condizione 
di perpendicolarità, grazie alla [3|; e variando X, 3a retta loro comune 
genera il dato iperboloide. Dunque possiamo anche enunciare che : 
pei' un iperboloide a una falcici, la condizione [1] esprime che l'ip&r- 
ìmloide jpwò venir generato dalU rette comuni ai piani di un certo 
fascio ed ai piani rÌ£pctUi':r..i:i::ta loro perpe^idicolari di un altro fanrio, 
il cui asse sia sghembo a quello del primo. 

Oltre questi due fasci, ve ne sono altri due nelle stesse condizioni (*). 

Si scorge facilmente ciie : jjki- un cono iperdoloidico, la [1] è la condi- 
zione affinchè v ./ - '■■'■ .■ , .'; ii;i/iii ciclici (reali) sia perpendicolare a una 
retta del cono . ■ 't un'altra; od nache: la 11} èia condiziona 

a^nchè il con-, .■ ■■ ■-. .■■.■ -/enerato dalle rette comuni ai pumi di un 
fascio ed ai piani riuptUn-innente loro perpendicolari di un altro fascio, 
il cui asse incontri quello del pi-imo. 

Per un iperboloide a due falde riferito ai propri assi, la [1] equivale 
alla [2], e ì piani ciclici reali sono axzt-CS^O; dunque : per un iper- 
boloide a due falde, la condizione [1] esprime che un sistema, di piani 
ciclici (reali) è perpendicolare a un asintoto, e quindi l'altro sistema 
a un altro asintoto; e ì due asintoti sono quelli dell'iperbole piincijìale 
di seniiassi a, e. 

'12. Per un paraboloide ellittico è B=0 e 7>^>=0-, e pero la|"lj diviene 

[4] 4£ì<7— i?^ = 0, 

ed implica che le due radici non evanescenti della i(p)=0 siano 
eg:uali. Allora il paraboloide è rotondo. 

Per un paraboloide iperbolico è B = , e la A(p) -= non ha radici 
eguali; sicché la [4J equivale a i) = 0, e ricadiamo net caso già trat- 
tato del paraboloide equilateiv. 



( ì II kttoia jiHO 1" iifìciie chii le prcprieti ilell'jpHiTjoloult i imi filji n'to- 
gonale siisaistono luche jjti le iltre ij^naJiiuhe a. centro orlogolllli ?olo che 
nell'elUssoifle (iiiL.Jnso il cono ellissoifiico) i piani eitlici e le generitnei m t[iie- 
atioiiì sono tutti imaginirf, e nell'iperboloide ■* (lue falde i piaui oichoi in que- 
stione sono reali e le geueratnoi imagiuane 
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Esercizio 1. L'equazione 

Ix' + %^ 4- 03^ — ìxn — 'iyi + IOj; + 4j/ + 63 + 4 = 

rappresenta una cinadrioa di centro (—1, — 1, — 1)> per oui B^162, ^=^—162.6 
Per coordinate ortogonali A(rt-=' (P + 3) (^ -+-6) (fi-(-9); dnnqne la f[ua(lrici 
È un elliaanido reale ortogonale ; e riferito ai piani principali, ha l'cciiiaziono 



) ineguali e lungM t'2 , 1 , 1/ -s ■ 

I oogeni degli angoli clie gli assi della C[un<lrica fanno con gli assi primitivi 
sono, a. meno de! divisore 3: (1, 2, 2), (2, 1, —2), (2, —2, 1). 
Le equazioni ilei piani principali sono 

ic + 2j + 23 = 2x + y~2z = 2x. — 2y+i^D. 

I piani ciollci reali pel contro passano per l'asse medio, olie 6 2°; e bisecano 
i diedri dei piani principali per esso. 

La sostituzione che riduce l'equazione all'iiltioia forma è 

X+2Y-h2Z 2X+Y~2Z 2X — 2Y + Z 

x= g^., y-=- 3 , =--3 

I due sistemi di assi coordinati sono in poaizioiie reciproca. 

Se si supponessero gli assi delle x ^ y inolinatJ a 60° e l'asse delle s perpen- 
dicolare ad essi, sarelibe il = ~ e iù,{p) = (P + 2) {S^u^ + TTp -I- 321), e si 
avrelìlie anche un ellissoide reale. 

Es. 3, Ila;- -I- lOy- + 6^^ — 12j;;/ — 8i/j + isj; = 12. 

La (juadrica ha per contro l'origine ; inoltre si ha 

ii = 334, -i = — 12.324, 

e se lo coordinate sono ortogonali, Ùu(p) = (f 4- 3) (,o + H) (f + 18). Dnnque la 
quadrica 6 un ellissoide reale, che, riferito ai proprii assi, ha l'equazione 

«^ + 3i;^ -1- 63- = 4 . 

Le limghe7,z!! dei semiassi sono 2 , 1/2 , 1/ - . Le direzioni sono le stesso dol- 

l'es. 1. 

I due piani ciclici passano pel 2 ' asse, e sono a +: 23 ^ . 

Ks. 3. Ix' — 13j- -1- 63^ + 2i£y — 12x3 + 12yz = -4^ 84 . 

Si ha B ^= — 6.7', ^ = _-t 6-7^-S'l , e per coordinate ortogonali 
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dunque la t^niiiliicn è iiu iperboloido oqiiiliitWM, olio, liferito ai propri assi, ta 

X' + 2j)'' — 3z- = -^_ 12. 
Pieiidmidii il scjgno +, si lia mi iperbuloido a ima falda, di semiassi tra- 
svetKi l/l2 , i^tì e non tra^yerso 2. Prendendo il segno ^, si Iva iiii iperboloide 
a due falde, di semiasse trasverso 2 e non ttaSTei-si i/l2 , Infi- 
la ogni oaao le direzioni degli assi sono 

(3, 3, 6), (G, 2, —3), (3, —6, S). 

I piani «iclifii son paralleli ai (lue y^2s^(l Ljjidotti pd mig, d idne 
assi trasversi uel 1" caso, e nel 2" per l'asse non tris^uao pm lui „l 

I piani ohe producono u eli' iperboloide ipeil ol erpulateie aou> iLiieiilicoltri 
ftUe rette del codo asintoto 

a' + 2y'- — 3s^ = , 
e ([uelli fra cs^i che passano pel centro inviluppano il cono 

Es. 4. 2j5 + Ss' + iz' -+- 6;rj -+- 83;: + igs = 8 . 

Si \vA B = — 20 , -4 = 20.8 , e per assi ortogonali 

A(rì = i9 + 3)' - 30 (,> + 3) -H 43 . 
La quadriea h un iperboloide a una falda, riferito al centro e non di rotazione. 
Ea. 5. 10(K!+a^+s')+2s(4a;+3i()— 2(14»+ 13K +17 s)+ 43=0 . 
Qui 6 B = 750, J,j = ^,i = -ijj = 730 , ^ = —750. 

La quadriea. lia il eentro nel punto (1, J, 1); e trasportando ivi l'origino, la 
sua equazione diviene 

10(3^-^ + y' -t- S-) ■+- 2Xic + 3;;) = 1 . 

Si ha por assi ortogonali Ci{/')^{? + o) (^ -H 10) (o + 15) ; ondo la qnadriiia 
è un ellissoide reale, e l'equazione riferita ai piani diametrali principali k 

j!^ + 2j/' + 3s==4 . 

1 1 1 ^ ,...,,, , 

Lo lunghoKze dei seniiassL sono -^, - _ , —^^ . I-e tlii'eziom degli assi sono 
l-'Ó |/10 ■ i'15 

(4, 3, -5), (3, -4, 0), (4, 3, 5). 

I piani oielici pascano pel 2" asse, e bisecano i dielii dei due piaiii dimnctnili 
principali per esso. 
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Es, 6. Sia, x'- -h'f- + !'■-= 1; 

i piani cfiordiQati siano tre facce dì mi tetraedro regolare, onde 

iì = Y, n„ = fin = rìjj = |- , n„ = n,, = n^ = o . 

L'eq^niizionc rappresenta im ellisaoidc reale, rifelito a ti'o diametri coningati 
eguale liiugliezza 2. 

Siliaii^^l,^^ — l,e per assi ortogonali 

i^(p] = V + ^f' + 13^ + 4 = 2(f= + 2)Hi» + 4^ 5 
dnnfjne l'ellissoide è rotondo, e riferito a tre piaui principali, ha la cquazioi 

L'ellissoide b allungato, l'asae (li rotazione è lungo 2/2, e il raggio dell' 
quatore |/2 . 

Le equazioni dell'aase di rotaaiouo nelle pi'imitìve coordinale sono 

Ls, 7. 5/- — j;" + s* M- iay + 6x2 -f- 23^ + 4^ + 63 = 8 . 

Si Ila B^O, ^=16, e per assi ortogonali Mp)'-^ pie -t-'i)(,P — 2} . 
La quadrica è un paraboloide iperbolico. 
I piani diametrali principali sono 

19x -i- iy -h as -^ 9 ^ , 32n- 3j/ — 18s + 72 = . 

I termini a 2" gi-ado formano il prodotto (5» — y + s) (x-\-y + s) . 
L'equazione del paraboloide, riferito ai piani diametrali principali al pia 
tangente noi vertice, f' 



Es. 8. (a + 1}^ + (2j; + 3s}= -1- (3a — i) = . 

La <iua,driea è un paraboloide ellittico, per cui j^ + 1^0, 2y + Se ^ sono 
due piani diametrali coniugati, 3,r — s^O è il piano tangente coningato alloro 
diametro coniane, (1, -|, —3] il punto di contatto, (0, 3, —2) la dii-yzioue dei 
diametri, e A = — 1. 

Per assi oi-togonali 

MP) -!■"-*- ^if' + 49f) = i>{p + ly- ■ 
e però il paraboloide è votoiióo, e l'asse 
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(2, + 5_0, % + 3„|) 


il vertice 






i-ì' m- -w)- 


I.'o,„.iio. 


10 (kl paraboloide riferito all'asse o al vi 



in 6 ii parametro prÌDcipale (Lelia parabola meridiana. 

Es. 9. x"' + 2y"' — 2xy + Stia — 63: + 7j/ + Ss + 7 = . 

La quadrica è un cono di vertice (1, — 3, 1); trasportando ivi l'origino, 
l'equazione diviene 

x^ ■+- '2f — 2x\i -f- 3i/s = . 

Il cono contiene l'asse delle s, e perii ^ reale. 
Per coordinate ortogonali 

Mp) = p' + ^P'-^P~^-{p + if-"(p + -^) + ii 

e le radifii della Ci{p] = sono prossimamente 

^3'170i24, 0'931938, — 0'7Gigii. 
Es. 10. 2x- + Óf- +3z"- — 2xy ~ ixi + 2ì(ì + 3jr + 81/ — Bs — 13 = O . 

Si ba .B = 9 , .4,5 = 9, A,^ = — 9, ^^, = 18 , ^ = — 198 . 

La quadrica ha il centro nel punto (1, — 1, 2), ed è im ellissoide reale. 

Per eo ordinate ortogonali 

A(/=) = f' + IO?- + 25p + 9. 
Es, 11. a'i/ + ICS -f- j/5 — K — 2i/ — 3s + 2 + a = . 

II centro è (2, 1, 0) ; e preso questo per origine, l'eqnazioue diviene 
a;;/ 4- 13 4- t/3 + (( = . 

La quadrica 6 nn iperboloide, a una o due faide secozidocliè o^ <;0, ed 
è riferito a tre asintoti. % un cono reale se «= . 

Se le coordinale sono ortogonali, la quadrica 6 equilatera ; e poiché 

A(f)-f'-|f + -S-(f-j>'(f+l), 

la quadrica 'a anche rotonda, e l'asse di rotazione è x^y = z. 
L'equazione riferita a questo asse e al centro è 
K^ + S' — 2a'' = 2ii, 
e le lunghezze dei seminasi Bono \'2a, '/2^, \/a. 
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E3, 12. x"- — 2i/= + a-y + 3j:s — 3j,b + 4s = 0, 

Si li il iìi-0, -a = -j-, e per assi ortogonali 

A(rt = f= -i^^-^ P - J'C/' - I- - l^f) (^ - ^ + 1^7^) ■ 

La qiiatlrioa fe un pMaboloide iperbolico. L'asse' È 

(a + % + 01 = 0, 4a — 7y — 3a + 4 = 0), 

s i piani iliametauli principali 

(2ziz 4 |/7)ic — (17 ±: 7 ^1)^ - (15 ± 3 /7)s + 4(1 -^ |/7) = . 

I termini a 3" grado formano U prodotto (ji + 2;/ + 3^) (a: — y). 
L'equaiiione del paraboloide, riferito ai piani diametrali principali e al piano 
1 vertice, è 



(./f-i)"'-(i/i-+|)»'-i.. 

Es. 13. *^ + s' -h 93^ — 2ÌKJ/ — 6^3 + 6ys + + Sa; — is = . 

Si Ila B = , C= , j1 = , e per assi ortogonali i(f ) = /=' + ll/i^ ; qnindi 
la quadrica è nn cDindro parabolioo. E infatti l'eijuazlone pui) scriversi 



L ni ^ n it li retti le i in ai — t( — 3s = , k — 2s = , il 2" dei 

jual tan„c t T t a a sul i iiiu s ^ B la parabola (a — yf -H 2»; ^ . 

Ea. 14. 3> -h 3(/5 + 43^ — 2a:? — Bjs = a . 

Si lia.B=^0, -i^O, A(;o) ^ |0' + 8/i^ -(- 9;0 per coordinate ortogonali. 

La quadrica è un cilindro ellittioo. Sul piano z = (l la traccia fe l'ellisse 
a;2 + gy2 ^^ „^ reale o imaginaria o degenere eecondocbè « >■ <;= , Nel 1° caso 
il cilindro è reale, nel 2" imaginario, e nel 3" sì scinde nei due piani ima- 
ginail E — 3 + (y — i)^ — 3=^0 con la retta comnne reale j! = i/ = 3. 

Ea. 15. x' -'r- i-^ H- s^ — ixìj — 2aiE + 4j;ì + Sa; — 6j( — 3s = . 

L'equazione rappresenta dao piani paralleli reali 

X — 2s — z = (S , a — 2]/ — 2 + 3 = 0. 

Es. 16. i)( — 41! — %!■ = a; + »; + (^^)^. 

La quadriti, è mi cono reale di vertice { — -„- , 77;, — ^, e gli assi coordi- 
nati sono paralleli a tre generatrici. 

In coordinate ortogonali ùi(}) = f^ — ^Sp + 72 , e il cono b equilatero. 
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Le radici della A(f)^ sono proaaimamente 

9'509392080 , 0*738808882 , — 10'21S2000tì2 . 

is 17 (i — 3j/i =^^ + 1 . 

Cdinrlro piriholin Um gen^ntn l ]t retta nei piatii x — Sy^O , 2s+l^=0, 
li 2° dei quali è tingente Eileiita a questi due piani ortogonali, l'equazione 
del lUincho divieni» 

2xr^y . 
Eh. 18. y^ — 10i^~2x,y + 20xi — ayi = a(x — y~t). 

L'equazione rappresenta i due piani reali 

2x.-~y — s = 0, 9 — 10! -1-2 = 0. 
In coordinato ortogonali Ùi(p)^ f^ — ^P' ~ "-^P ■ 
Es. 19. rr + 2y- + 2s^ -i-2xg — 2x — in ^ il -h 2 ^0 . 

Si ìiB. S = 2, A = — i. La quadrica Iia pur centro (0, 1, 1), e non è rigata. 
Inoltre, iii coordinate ortogonali, 



e perù la qnadrica È un ellissoide reale, la cui equazione riferita ai piani tlia- 
motrali principali È 

ix' -H (3 + \/5)f- + {3 — l''5)2'- = i . 

Se il termine noto fosse 6 invece di 2, muterebbe solo il seguo di A, e ai avrebbe 
un ellissoide imaginario. 

Es. 20. 2xy — X.S + yz — 2x + 2y — 'is ~2 = ii 

Siba B = — ^, A = ^ . 

La quadrica lia per centro ( — -^ , , ), ed è mi iperboloide a una falda. 



Per a33Ì ortogonali 



6 però l'iperboloide è equilatero. 
L'eqnaaione riferita ai piani diametrali principali 



2x^ — (1 -H i'3) y'' + (|/3 - 1) ^^ = 1 . 
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Es. 21. ix^ — ixij + y-~ Gj:-ì-^s = . 

In coordinato ortogonali è A{p)^p''{f + 5), e la quadriga h un eilinilio pai-nbolico. 

Ea. 22, x' — ixy ■+■ 8i3 + 6j3 + 2x-hiìi — 14s = 3, 

La quadrica è un corni di vertice (1, 1, 0). Portando l'origine al Terfcice, 
l'eC[Uazione diviene 

11 cono è reale, poictfe ooutione gli assi delle a: e s. Prir coordinate ortogonali 
i(f) -^p'-h p^ — 29p — 57. 
Eb. 33. 9x' — éy^ — 2x.y — SGx + 8j/ + is + 32 = 0. 
Si Ila B=0 , A=^liS. La quadriea È un paraboloide iperbolico. Per coordinate 
ortogonali AiP) = p^ ~ óf' _ 37f = ;, ^p 4- ^~^--j \^p ^=^J ; o l'equa- 
zione riferita ai piani diaiiiutfali i)riil0ÌpalÌ e al vertice è 
(v/137 -(- 5) a;! — (i/137 — 5) j^ = Ss . 
Ea. 24. xy + irs + HS ^ a^ . 
La quadrica è nn iperboloide riferito a tre asintoti ; ed È a due falde, poiché 

A= ^. In coordinate ortogonali ùd») = f^ — ;^ (= + -j ={/=-(- !)(/' — -g-) ; 

quindi l'ipiìrboloide ì; rotondo, e la sua equazione ridotta è 
^x'- — (y^ + s^) ^ 2a^ . 
Ea. 25. «^ -+- y' + s' -H 2ft (xy + a^s 4- ^s) ^ «-. 

Per coordinate ortogonali 

i(rt - (f + 1)' - 'f{, + 1) + 31' _ (f + l — t)" (f + 1 + 2t). 
La quadrica è rotonda, e l'equazione ridotta h 

(1 _ h) [^^ + ,/) _H (1 + 2ky' =-. a' . 

Si Ila un iperboloide a due falde per A;>> 1, una coppia di piani paralleli reali 

per fc^l, un eUissoide reale per 1 >(:>■ — -5 (sfera per fc = 0), nn oilindro 

ellittico per ìc^ — -^, un iperboloide a ima Mdii per ;i;<; — g- , un cono reale 

equilatero per fc = 00 . 

Es. 36. 2ayz — is = 

Si Ila B^O, A^—a'ìi'-, e c\{p) ^ pi? -\- a) {? — ») per assi ortogonali. 
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La quiiclrica è un paraboloide iperbolico equilatero, e 1' ec[uazioiie ridotta è 
a(x^-f)-ez^O. 

Es. 37. x^ — yg^Je. 

Poiché A^-j-, e per asai ortogonali A{p) = {? -h 'i-} ip + j) {p — j ) , la 

quadiica è un iperboloide ortogonale, a una falda so fc>.0, a duo so fc<;0, 
ridotto a un cono se ft == 0. 

L'eqiiazioue riferita ai piani diametrali principali È 

2a- + j^ — s^ = 2fc. 
E?. 38. a{x^ + 2>jz) -f- %= + l^s) + 0(2^ + 3iy) = 1. 

In assi ortogonali 

L'ec[uaaione riferita ai piani diametrali principali h 

(a-hb-i-c)x' + i/a' + ¥'i-é — ai — ao-~l>c{>f- — s^) = l. 

La gnadrica può essere un iperboloide a ima dna falde, nn cilindro iperbo- 
lico, una coppia di piani paralleli. 



assi ortogonali a[p) = p {p^ — {<t„ + "^5)1° "H ("ii«.2 — n^iì ) , e la quadrica 
L pai-aboloide ellittico iperbolico, mi cilindro parabolico, secoiidocliè 

,-•',■><-»• 



E un cilindro iperbolico. L'equazione pub s 

(x + y — ^)(x — y-t-^ + l)-^Ó. 
Es. 31, a;- -l-i/^+s--(-2tj/s = c-. 

Se l'asse delie s è perpendicolare agli altri due, si lia un ellissoide in cui quei 
dne piani sono ciclici. 

Ba. 32. Un altro procedimento per trovare le condizioni di rotondità di una 
qnadrica è D seguente: 

Per aaai ortogonali, la qnadrica è rotonda se è possibile trasformare iì«, a^ «3 0) 
in X{X,^-^-Z^^)+I^X,^ ; e poidife j;,-+a;;3-|- r.^^ ai ti-asfomia in Xj^+X^^-f-X^^, ne 
segue elle £(», a;^ Kg 0) — Af^i'+ai^^+aì/) è un quadrato, ciofe (^ — A)Xa^; onde 
le condizioni (tre indipendenti) 

(»„-« K-l) -»■„_ 0,. ..,(<■„-») «,.-.„.„_o,... 

ch.e si riducono poi a quelle del g 39 0. XVII. 
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Eh 33 Se di un pmito si eoniluoe la perpendicoHre •A suo pi'Wio polare rispetto 
a una qu^Inci, il segmento di perpendioolaie tia il puntu e un piano diam'-tr'tle 
principale, moltiplicato ppr ìi diBtinzT fri il centro e il piano polare, d\ un 
prodotto costante, cioè il qnadiatu del senuaBse perpendicolare i quii piituo 
principale 

In particolare lale il teorema pei un punto della qnadrica, il piano tangente 
e la normale iii 

Es 3i Se («[ X Xj), (y, jj yj), (a, s^ 2j) sono le eaoidinate cartesiane ordinane 
degli estremi di Ère quilnnque semidiametri coniiigiti di un elliasuide riferito a 
tre diametii coniugati di lunghezac a, u ir, , «i ìli 

V + V + V = V(P^'^ = ^'^'^)' S'ivi + «ii/j + ^jSj = , ■■■ 

Analogo pei gì ipeib Ioidi 

Ea So % oostant» la sommi dei quadrati delle projezioni di tre scinidiainiiU'i 
conugati C[uilinr[ue sopri una data retta o un dato piano. 

Es 36 Le tie ìfeie concentriche lU elhssoile e di raggi eguali ai 
sono omo! gicte afflm con 1 ellissoide Ogni diametro seca le tre afere in 
ponti pei quib condneendo i piani pariUelt ai tre piani principali, si ottiene 
punto dell eUi^goide L se ff ^ > soni gli angoli di C[nel diametro con gli ; 
dnll elligsui It jiesi cjme assi cartesiani si ha per questo punto 

j =^ reca n = &C036 s = ecosy . 

E». 37. Per un i perii oloi do a ivua, fìilda ^+^—^ — 1=0, come eqiiaa: 



(jj g 0) essendo un punto dell'ellisse principale, e scegliendo i segni su]ieriori 
per l'uu sistema di rette, -gl'inferiori per l'altro ; od anche 

variando fi; od anolie, variando X, 

Il piano per due rette di sistema diverso È 

|co3|(tì + e') + -|-senA(fl+fl')^ lees-Ì(tì-(l')-scT4(fl-tì'). 

Le projezioni normali delle rette di im iperboloiile sui piii ni diiimf,trali principali 
sono le tangenti alle sezioni principali. 
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E,s. 38. Le equazioni delle rette del paralioloido iperliolicii ■ S;; ^ 



'-^-Y-tli+r ' 



1 punto di iiua parabola priuoipale ; od anche 



.^^Kl-. 



à. {0 j) punto l n It p 1 1 in il 

E9Iptlllplld ti 1 d t I 1 

tt II III f 1 g a t l tr d tr tt, g li tt 

lllbll C^ dlp bll 
E 40 P d to punto d pbllUttifpb!) tte 

la ra(ldff jlipramtip ihdl p lldintl 

E 41 0<m d pili ti 1 J t m Im t 

1 ul 1 t te 1 ti 

EìHI dlimtd trip fcgti 1 tim^t 

"ImUnitilid 11 1 mlttU d 

tr 1 (1 t 

E 43LmiIii dlp pegl trmlit mlmtn gt 

q.Illnnll Ife ItU l t aldt t te 

alp l trdll dqtpdttelltniad 

E44UplId gt 11 d pttl lililtto 

dll ditandtf tid jlllpid llio- 

dttlllditnzdU Itit f 

E 4 S ti pnnt gtidm ttmbl dtiiam 

fi Itrpt "ntlUttl i h (Di 7 

dll l p I t XIV) 

E 46 L mm d q di t d II di tanz 1 1 f hi 1 
p 5 al d li llisa ddghtrmìt dmt gti tte 

(S J <f ¥ (? VII) 

E 4 ^ U 11 1 t t 1 mm 1 11 1 tt m 1 

p 11 1 d tt p gì tr 1 t m liani tr gal {B 1 ) 

E48CiLd qult lianiilla im 

g tr m dato pt Q t è il j i d lì U p tatti tr ang li 

dt tilpi dlltB d trmtnmteirpdiln 

E49Dtt ttdi qlt d'unpiamlp 

pnll aii dllltd 1 tt m lOBttrpmè ima 

qt ttadl Egumdgl* iqteqtt ttèeq 

lato 

E Onimdiunplllppl tt 1 hai tmi t 

11 tt un pe 1 1 d quii t {§§ ■ÌO 39), è t. t 
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Cs jl Le qnittro altezze di im tetraedi i sono, m generile tette di nn si- 
stema su nii iperboloide equilatero Le peipeiidicolan alle ficee nei Tispottivi 
puliti (iLlìe alterne sono miattro rette dell' dJtio sistema sull'iperboloide. I piani 
condotti pei punti medi degli spigoli perpendicolanneiite agli spigoli opposti con- 
oonono nel centro dell' iperboloide II ceutio h punto medio fra il barioentio del 
tetraedro e il (.entro della sfori cncosoritta 

Se dne delle quattro altezze si secano, inche le aJtve diie ai secheranno: dò 
avi iene quando il teti'aedio ha, una coppia di spigoli opposti ortogonali. 

Se d tetraedro lit due coppie di spigoli opposti ortogonali, tale sarà anche la 
tPiz«, allori le litezze coucoriouo m un punto, e ogui tono per case è equilatero. 

Es j2 Ppichè tre lette individuino un ipeibiloidp eqiuliteiii, la condizione 
e che esse anno tie altezze tìi im tetraedro 

Es. 53. Per ogni punto passano sei normab di una quatlnca . esse stanno su un 
cono quadnoo (queEo stesso dell ca 13 e XVII) equilatero il quale appartengono 
il diametro pel punto le parallele %gh assi della quadnoa la perpendicolue al 
piano polaie del punto e gli issi del cono circosciitto dal punto {Clasles Couesp 
ie QuéteUl XI 1839) Ciso del paraboloide del punto sulla ^umltica eco 

Es 54 II luogo dei vertici dei coni epiilateii ucoscntti i una quadiica è 
un iltra quadiica ooncentiioa ad essa 

Es OD Uà oono ortogonale può venir generato m eo modi dalle tette comum 
ai piani corrisi ondenti tb ^ue iasei egiali i cui assi s inoontnno ìiceietsa 

Es 56 II piano di un angolo rett) il cui ■vertice sia tfso e i em lati si miio- 
V1UO m due pni i fissi pel veitice iiniluppano un cono ort g naie ^ice^ersa 

Es d7 Un Ile Ilo retto si muova m nitdo cbe lo spigolo ioti in uii jiano 
fisso intorno a un punt fisso e una fìiccii ioti intoiu a una ietta per questo 
punto 1 altra faccia iniilniipetl in cono ortoj,onale Vicevetii 

Es o8 II luogo dei punti le cm Istanze da die rette cbe si secano serbino 
un dato rai porto costiutp è un oojo orto goi ale Le dna retto sono con ugite 
rispetto al cono 

Per ogni cono ortogonale esistono so coppe di ietto coiiffcitte poste m un 
certo piauo e corrispon lenti ai singoli vilon olie si attiibuisoono al rapporto 

Es 59 Un iperloloido ortogonale pu& lenir generato m oc modi dalle tette 
couim ai pian omologhi li due lisci egi (Xi i cui assi siano sgbembi 

Es bO U luogo dei punti le lui distanze di lue rette tisse sgliembe abbiino 
un lapi orto eostante e un ipeiboloide ortugonile iispetto al quale le due tette 
date sono coniugite 

Per ogni iperloloide oitogonile sistoi o oo coipie di rette cosiffitte po^te su 
un corto pinboloide e cotiispondenti ai sm^ol Aalon the si attribuiscono al 
1 ipporto < Chasles Joam de Maih I) 

Ptt luuti equidiBtmti si ha uà piiaboloile iperbobco 

Es 61 le un paraboloide iperbohco è equilatero sono eguah i patimetii 
prmcipah di due larabole p ste in (lue piani diametnb coniugati qualunque 

Es 62 Sott li condizioi e C = li quidrici pu& essere un cono cm si i casa, 
citcosemere uno e quindi infuuti triedri tiuettau^, li un ipeiboloide il cui e n> 
asintoto abbia questa propr eti, o uà eihndro piiibolico 



y Google 



Gap. XVIII - § 42 427 

Es. 63. Su l'inversa di una cadice doUa equazione /x[it)=Ù h la somma doUe 

ca _ ìbCD + SilB^ = , 

allora niell'ellissoida ai lia ((-=6^+e^, e i scinidiam(;tri ombelicali sono uguali a oi/2 ; 
nell'iperboloifle a una falda a^^b'+c', n eli' iperboloide a duo falde ar^b- — c^, 
e i semidiawetri ombelicala sono eguali a a[/2 . 

Ea. 64 Va piano, che bi imio\a passando per un punto fi^so dclln spigolo di 
un diedro liaso, e lacendo con le facce angoli i cui, aeni aerbimi nu lapporto 
costante, uiiiluppa uà cono nelle condizioni dell' ea ri3. 
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CAPITOLO XIX. 

Proprietà focali delle i^uadrichs. 

Fuochi e coniche focali. 

§ 1. Due piani passanti per un dato punto e coniugati rispetto a 
una quadrica sono coniugati anclie rispetto al cono circoscritto da 
quel punto alla quadrica {XVI, 25). Ora il cono possiede, in generale, 
tre piani diametrali mutuamente coniugati e perpendicolari, cioè 1 
suoi tre piani diametrali principali ; dunque : per ìm pmito qualunque 
delio spazio passano, in generale, tre piani m/utuamente perpendicolari 
e coniugati rispetto a una data quadrica, e sono diametrali principali 
del cono circoscritto da quel punto alla quadrica, "Ss&i diconsi piani 
prÌTtcipali per il punto medesimo. 

Cerchiamo ora, in pai-ticoJare, se vi sono punti pei quali i coni cir- 
coscritti alla quadrica posseggano pifi di tre piani diametrali principali, 
e quindi siano rotondi. Cerchiamo, cioè, se vi soa punti, pei quali 
passino pili di tra piani mutuamente coniugati rispetto alla quadrica 
e perpendicolari, e quindi passi uu fascio di piani a due a due coniu- 
gati e perpendicolari, più un piano coniugato e perpendicolai'e a cia- 
scuno di essi. 

a. Cominciamo dal supporre che la quadrica abbia centro; e ad 
evitare formolo complicate, riferiamola ai suoi piani diametrali prin- 
cipali, assumendo per sua equazione in coordinato cartesiane ordinarie 

[l] fioìyzi) ^px^ -i-qy'-h rs' ^ fc = 0. 

L'equazione dei cono circoscritto dal punto {x y' z') è 
f (a;'..) f (a:..) — Cpa:'^ -H . . — ft)* = 0; 
e noi la scriveremo così: 
[2] «,[Sc' ■+- a^^y^ -+- a^^s' -h Sw^-jI/s -+- 1a.^ySX -\- ^a^^xy -+- ... = 0, 
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•§2 


ponendo 






o^-pÌW 


..)-?!«■' '.,■■■ 


, o,. 


e quindi anche 






-Bu - l'ipi'' ■ 


-k)t{x:.},..., 


B„ 



^pqry'^ f{af..) , . . . 

Il cono è rotondo quando {XVII, 29) l'equazione A(p)^0 ha una 
radice (doppia) che annulla tutti i sudde terminanti di 2" ordine del 
determinante A (p); ed a ciò sono più che sufficienti le sei equazioni 

B,; - pa^s - , . . . , (B,3 ~ B33) - p (a,, - a^,) = , . . . , 

ossia (sostituendo i valori di Ojj . . . iì,j ... e sopprimendo gli accenti) 

qrì/z^pt{x..)-*-p] =0 fpzx[qi{'r ..)-t-p]=0 pqxy\^rf(x..)+p]=0 

{ qp{rz^—k)—qr{pa^—k)—p{r—p) j Ì{x..)-\-p{T''s^—pV)=0 
\ rqipx^—K) ~rp{qy^~k)—p{p—q) ] ^x..)^p{p^x''—qY)=0. 

Queste equazioni sono evidentemente soddisfatte da tutti i punti 
dello spazio quando p = q = v, quando cioè la quadrica è una sfera ; 
caso che noi escludiamo. Sono anche soddisfatte da tutti i punti della 
quadrica, qualunque siano p q r; & infatti per un punto della qua- 
drica il cono si riduce ai piano ivi tangente contato due volte, e può 
dirsi di rotazione intorno alla normale; ma noi non ci occupiamo di 
questi punti. 

Ciò premesso, è chiaro che le tre prime equazioni non possono veri- 
ficarsi, se non a patto che sia nullo x o y z. Posto p. es. a; =^ 0, ma 
non )/ e s: la 1' equazione diviene p = — pflfìyzl); la 2* e la 3' si 
riducono a identità; col sostituirvi il precedente valore di p, la 4" anche 
riesce identica; la 5' e ia 6' divengono l'unica 

[4] pq{p—r)y'^-i-pr{p—q)z^—{p—q){p—r)lc=(S ; 

avremo dunque 

[5] x = 0, 



a per& otterremo ce punti, il cui luogo è la conica [5], che ha per 
quadrati dei suoi semiassi 
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Confroutando questa con la conica principale della quadri 
[6] x-f>, J' ^^-l-O, 



apparisce che esse hanno lo stesso centro, gli stessi assi, gli stessi 
fliochi. Inoltre, poiché le coordinate dei quattro ombelichi nel piano 
ic = si possono scrivere (XVIII, 27) cosi: 



l/:iht), ,|/ -(^-?) , 



si vede subito che i punti d'incontro delle coniche [5] e [6] sono ap- 
punto questi ombelichi. 

Possiamo dunque enunciare che : il luogo dei punti tali, che i coni 
da essi drcoseritti a una quadrìca dotata di centro siano rotondi, ai 
compone, in generale, di tre coniche, situate rispettivamsìite nei tre 
piami diametrali principali della guadrica. Ciascuna conica ha in co- 
TtivMe con la conica principale giacente nel suo piano il centro, gli 
assi e i fuochi ; inoltre essa passa per i quattro ombelichi esistenti nel 
suo piano. 

I punti di cui si tratta si chiamano fuochi della quadrica, e le co- 
niche sulle quali essi sono distribuiti si chiamano focali. 

.-. . C^ fc^ /J^ V\ (k k\ . .. . 

Dalla identità -— - — I ) = l_ — — )& simili, si ricava 

\q pi \r pi \q r / 

che:"rfi(« fiMcìii di uno, conica focale soìio vertici di un'altra conica 

focale. 

3. L'asse di rotazione del cono [2J, per la simmetria della figura, 
deve giacere nel piano diametrale principale in cui cade il suo vertice. 
Inoltre, se il vertice è nel piano x^=0, le direzioni (a^x) ortogonali 
all'asse di rotazione del cono [2] verificano la sola equazione 

«„"-l-(»,. + P)fi-t-«„"-0, 
ossia 

{ — pqy" ■+■ (a —p) {rz" — ft) ( |3 — qry:ìY = ; 

cosicché « ò arbitrario, ed eliminando 2><ì}/^ mediante la [4j si ha 
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e però il piano per pendi co lave all'asse nel vertice passa per la nor- 
male alla conica [5] nel vertice stesso. Dunque : 

1° Gli assi di rotasioTie dei coni circoscritti alla quadrìca dai 
punti delle site coniche focali sono le tangenti a queste. 

2" Le tangenti alle coniche focali sono le rette per le quali pas- 
sano infinite coppie di piani coniugati rispetto alla quadrica e per- 
pendicolari. 

3" Il pia/no perpendicolare a una tangente di ima conica focale 
nel pvMto di contatto seca la qitadrica lungo una conica, che ha per 
fuoco questo punto e per direttrice una retta perpendicolare al piano 
della conica focale. 

4. Siuora non abbiamo fatta distinzione fra le vario quadrichc a 
centro, né badato a distinguere enti reali da iinaginari. E ciò che 
ora faremo. 

1° Per l'ellissoide reale 

a^ ìf e' ' 

posto a > 6 > Cj le tre coniche focali sono 

X =0. -~- — ?-(- -ir- — : ^- 1 =0, ellisse imaginaria, 

a^ — b- a^ — e^ 

w ^ 0, — — — 1 ^0, iperbole, 

3 = 0, — ^ 1 1=0, ellisse roalo. 

a' — a^ ir — c^ 

Ii'ellisse focale è interna alla cordspoudente ellisse principale; e 1 
coni circoscritti dai suoi punti sono ellissoidici. L'iperbole fijcale seca 
la corrispondente ellisse principale negli ombelichi; e questi separano 
i punti pei quali ì coni sono ellissoidici da quelli puì quali sono iper- 
boloidici. 

2" Per l'ellissoide imag^inario 

?i + ?! + '!+i=o, 

à' b' 0* 
posto «>?)><:, si Ila 

X'=0, -r^i-l- --- — i — 1=0, ellisse reale, 
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.§4 




"" a^~T^' ~ 


1-^0, 


iperbole, 




l— 0, ellisse 1. 


luaginaria. 



3° Pi;r riperboloitle a i 



posto r[>?i, si ila 

x = (l, ^^„-i- -T--—., -1-1^0, ellisse iinai,^la,aria, 

y == 0, — — — - — — ^ — 1=0, iperbole, 

— l-^O, ellisse i-eale. 






L'iperbole e l'ellisse focali sono esterne alle eorrispondeoLi coiiiclie 
principali. 

4" Per l'iperboloide a due falde 

%—% —^—1-0, 



posto h ^ e, 


si 


ha 






x-O, 






V' , •:' . 


1 = 0, ellisse imaglnaria, 


Ì/-0, 






^-S^- 


= 0, ellisse reale, 


»_0, 






.;. ./. > 


-0, iperbole. 



L'ellisse focale seca la corrispondente iperbole principale negli ombe- 
lichi; l'iperbole focaie è interna alla corrispondente iperbole principale. 

Eiepilogando: un ellissoide o ip^-boloide ammette, in generale, 
un'ellisse [reale) focale e un'iperbole focale, situate nei due piani 
principali che passano per l'asse trasverso piii lungo. 

Quando la quadrica è rotonda, dalle formole precedenti emerge 
che due delle coniche focali si riducono all'asse di rotazione, e la 
rimanente è un circolo (reale o i macinar io) nel piano diametrale 
principale perpendicolare all'asse. I due fuociil della curva meridiana 
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posti sull'asao di rotazione meritano speciale considerazione, poicliè essi 
godono di proprietà analoglie ai fuochi delle coaiche, come il lettore 
potrà da sé verificare. 

5" Passiamo al cono. Basterà porre fc = nella [1]; onde la [5] 
(dopo aver moltiplicato per fc) diviene 



Vi 



\/ì-ì 



sicché abbiamo due rette nel piano te = 0, due nel piano y = 0, e due 
nel piano s ^ 0. Però due sole di queste rette sono reali. 

Dunque : per ogni cono qitadHco esistono due rette (reali), per cia- 
scfifna delle quali passano infinite coppie di piani coniugati e pmpen- 
dicolari. Le due rette passano pel vertice, e giacciono in uno dei piani 
principali simmetricamente rispetto agli assi. Esse son dette focali. 

La conica, prodotta nei cono dal plano perpendicolare ad una retta 
focale in un punto qualunque di essa, ha per fuoco questo punto; ecc. 

Se il cono è rotondo, le rette focali si confondono con l'asse di ro- 



Queste proprietà sussistono anche nel cilindro con lievi modiiìcazioni. 
Le rette focali del cono asintoto di una quadnca a centro sono gli 
asintoti delle coniciie focali della quadrica. 

3. Eimane a trattare dei fuochi nei paraboloidi. Assunto in coor- 
dinate ortogonali 

f {a; y z ^j-^px"- -i- qy'' — 2z, 

si ha pel cono circoscritto dal punto (a/^'s') l'equazione 

f{x..) Ux..) - {px'iD -+- qyy - S — zT = 0, 
e quindi 

«It = —M^y'> «13 =P^', «23 = Wì 

B,i = —qf{x..), -Bj2 = —pi{x'..), B33 -= — 2pq^&x'..), 
-B^s = 0, B^s pqx'fix:.), B23 = —pqy'l («'..). 

Le equazioni di condizione perchè il cono sia rotondo (soppressi gli 
accenti) sono 
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M!/K^-) -^- FSy = j)qx{{x..) -+■ ppx = ppq^xy = 
f'.2q^z — i)%X..) — p{pqa:^ — 'iqp H- 1) = 
g(l - 2ps)t);ic..) + p(p2y^ ~ 2p2 -+- 1) = 

Esclusa l'ipotesi f(a;.,) = 0, risulta necessariameute dalla 3' equii- 
zione s: = o y = 0. Posto x -= 0, ma i/=>=0 : la 1* dà p = — ;)f(0 y z 1); 
la 2", la 3' e la 4' Bi riducono a identità; la 5' e la 6°' divengono 

^\7f' ~ 2p (p — 2) s -(- (jj — 5) - ; 

cosicché si ottiene 

equjizioni di lina parabola di parametro 2( -j, di vertice fO,0,r-| , 

2 
e confocale con la parabola principale (cc=0, i/- =-3). 

Dunque: un paraboloide ha, in generale, dite parabole focali; le 
quali sono situate imi due piani diametrali principali, Iianno lo stesso 
asse del paraboloide ma le aperture rivolte in sensi opposti, hanno gli 
stesati fuochi delle due paràbole prhicipali, ed hanno i parametri prìn- 
eipali eguali fra lom ed alla differenza dei parametri pirincipalì delle 
due parabole jjrinclpali. 

Il fuoco dell'una parahola, focale è vertice dell'altra; e sussistono le 
altre proprietà dimostrate per le qnadriche a centro. 

Del reato, basta considerare il paraboloide come limite di una qu!i- 
drica centrale per ottenere senaa calcolo le proprietà focaii di esso. 

G. Il piano polare di un punto (x y' z') rispetto alla quiidrica [l\ è 
pxx -f- qy'y -+- rz'z — t = 0, 
o la perpendicolare a qaesto dal polo è 

^ — ^' _ y_^x ^ g — ^ ' . 

px' qy rz' ' 

le tracce del piano e della retta sul piano x = sono rispettivamente 
la retta 

{X =-- 0, qy-y -+- rzz - & = 0) 
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Cap. XIX - § 6, 7 
e il punto 

P P 

ora è chiaro che qnesto punto ò polo di quella retta rispetto i 
nica focale [6]. Dunque: 

1" 8e da un punto qitahinque si conduce la retta j 
al suo piano polare rispetto alla quadriea, le tracce della retta e del 
pia/no sopra un piano diametrale principale sono polo e polare rispetto 
alla conica focale ivi contenuta. 

2° Tali sono, in particolare, le tracce di un piamo tangente aila 
quadriea e della normale corì-ispondente. 

3" Mentre un piano rota intorno a una tangente di una conica 
focale, la peipendicolare ad esso dal polo rota intorno al punto di 
contatto nel piano •normale alla conica; e quindi il polo percorre la 
direttrice corrispondente a quel punto di contatto {§ 3). 

4" Ogni direttrice è coniugata, rispetto alla quadriea, con la tan- 
gente alla conica focale nel fuoco corrispondente. 

5° H luogo delle direttrici è un cilindro, che ha per base la conica 
polare-ì'eeiproca della conica focale rispetto alla conica sezione prÌTicipale. 

T. Il quadrato della distanza di un punto variabile {xys) della 
quadriea da un punto fiaao (0 y' e') è 

»■' + &-!/')' + (« -«■)'! 
ed eliminando a;^ mediante l'equazione [1] della quadriea, diviene 

l.a condizione perchè queata espressione sia il prodotto di due fat- 
tori lineari in y e s è che si annulli il suo discriminante, cioè 

or questa si riduce alla [4]; dunque il punto (Oì/'s') appartiene alla 
conica focale nel piano ic = 0. 
I due fattori lineari richiesti poi sono 

, l/ri^: ^ , i/izi , ..., , i/X3 _ _- ì/^'Zl + ... , 

f q p ) p r tip y P '■ 
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essi, eguagliati a zero, rappresentano due piani paralleli (com'è age- 
vole verificare) ai due piani ciclici per l'asse x (reali o imaginari). 
E le distanze del punto (a: y z) da questi piani sono espresse dai detti 

fattori lineari divisi per 






Inoltre è noto che i due fattori lineari sono insieme annullati da 
quei valori delle variabili che annullano araendue le derivate parziali 
della funzione; dunque la retta comune ai due piani in questione ha 
le equazioni 



('-7) 



|y-/ = 0, i-_ ^-3-^0; 



e però è perpendicolare al piano ic = nel punto 

(0, JlL, -S!'-). 
\ p — q p — )'/ 

E siccome questo è il polo della tangente alla eoui<;a focale rispetto 
alla conica principale; così otteniamo il teorema: 

Il quadrato della dùtansa di un punto della quadrica da tvn fuoco 
di questa, e il prodotto delle distanze deUo stesso punto dai due piani 
ciclici condotti per la direttrice coniugata a quel fuoco, serbano fra 
loro un rapporto costante, mentre il punto si muove sulla quadrica e 
il fuoco sopra un'assegnata conica focale. 

I rapporti per le tre coniche sono 

1 1 1 



q r r p p q 

Se da ultimo si riflette che, dopo una trasformazione delle coordinate 
cartesiane in altre eartesiane o projettive, i detti fattori resterebbero 
lineari, diveiTebbero i rapporti di tre funzioni lineari ad una quart;i ; 
si perviene al teorema: 

Il quadrato delki distanza di un punto della quadrica da mi fuoco 
di essa è esprimibile mediante il prodotto di due frizioni Unean delle 
coordinate cartesiane del punto o mediante il prodotto di due funzioni 
lineari delle coordinate projettive del punto diviso pel quadrato di 
un'altra cotale funzione. 

Non ci fermiamo a provare che queste proprietà sono caratteristiche 
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per le quadricho e pei loro fuochi; p. es. che: il luogo di un punto, 
il quadrato della cui distanza da un punto fisso sia esprimibile mediante 
il prodotto di due date funzioni lineari delle coordi-nate cartesiane 
del punto, è ima quadrica; ecc., ecc. 

Quadrìche confocali. 

8. Sono importautì i sistemi di quadriche cAinfoccdi (o omofocali), 
ossia di quadriche aventi le stesse coniche focali. Accenneremo lo prin- 
cipali proprietà. 

Sia data una qnadrica centrale riferita ai suoi piani principali 

[I] .^^"- _H 1- -K ^ - 1 - . ; 

0, in coordinate di piani, 

[2J au^ + bv^ -f- Cio^ —1 = 0. 

È chiaro che l'equazione 

[3] --— -4 ,-1^ -+- —— -1 = 0, 

oppiare la 

[4] {au^ -+- fe«* + cw^ — 1) — p{v? ~\~v^-\- uF) — , 

pei singoli valori del parametro p, rappresenterà ciascuua delle qua- 
driche confocali alla quadrica data. La [4] prova (XVI, 28) che: te 
quadriche confocali foìiìiano una schiera, aMa quale appartiene il cir- 
colo assoluto (m* -t- w' +- w* = 0) come quadrica limite. 

Sia (i>ò>c. Per p<c si hanno ellissoidi reali, per C'<p<6 
iperboloidi a una falda, per & < p < a iperboloidi a due falde, per 
p>« ellissoidi imaginari. 

Il passaggio dalla 1' serie alla 2° si fa per p^ e, nel qual caso la 
[3] diviene s* = 0, e la [4] {« — e) it' -(- (& — e} w* — 1 = 0; onde la 
quadrica si riduce all'elli^e focale reale nel piano s ^ 0. I) passaggio 
dalla 2' alla 3' serie si fa per l'iperbole focale (p = b), e dalla 3* alla 
4' per l'ellisse focale imag:inarja (p = «). Quindi le tre coniche focali 
sono tre quadriche limiti della schiera. 

Tutte le quadriche della schiera hanno oo piani tangenti comuni, 
costituenti una sviluppabile di 4^ classe, sulla quale giacciono le tre 
coniche focali e il circolo assoluto. Per ciascuna tangente di queste 
coniche e di questo circolo passano due piani della sviluppabile. 
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Per wn plinto dato passano tre quadriche della schiera, e sono un 
ellissoide, un iperboloide a una falda e tin iperìxiloide a due falde. 
Poiché, dato il punto, la [31 liberata da fratti è di 3" grado in p, e 
il 1" membro prende segni alterni per p^ a,b,c, — oo ; onde si hanno 
tre valori di p reali e individuanti tre quadriche di specie diverse. 

I tre valori di p corrispondenti a un punto qualunque dello spazio 
si possono assumere come coordinate del punto, e diconsi ellittiche. 

Due quadriche della schiera, se della stessa specie, non han punti 



Le tre quadriche della schiera, che passano per un punto dato, hanno 
ivi i piani tangenti mutuamente perpendicolari e coniugati, rispetto a 
tutte le quadriche della schiera ed ai coniad esse circoscritti dal punto. 

La [4] prova che: in una schiera di quadriche confocali ne esiste 
una tangente a un piano dato. 

O. Considerando un paraboloide come limite di una quadrica cen- 
trale, si scorge che le quadriche confocali ad un paraboloide sono ce 
paraboloidi, dei quali passano tre per un puuto dato (due ellittici e un 
iperbolico), e così via. 

Dato un paraboloide, riferito ai due piani diametrali principali e al 
piano tangente nel vertice, 

— + 4 23 = , 

« b 

l'equazione di un suo confocale è 

,-^ ^ /r=r, ^ ^^^ ^ p) --= 

(flw= -4- &«« -- 2iu) — p (u^ -\-v^^ u-*) = . 

1 O. Data una conica, è determinata una sciiiera di quadriche, delle 
quali essa sia una conica focale; e precisamente, se le equazioni della 
conica sono 

x^O, ^^- 1=0, 

b e 

l'equazione di una quadrica del sistema sarà 
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a una quadrioa. Chasles (Ap. Mai., nota 31) assegnò molte proprietà di queste 
coniche (che chiamò ancìie ticeentrieìie'j rispetto alla quadrica, e mise in luce 
l'analogia di tali proprietà con quelle dei fuochi delle coniche. Notevoli 
sono pure le memorie di Cliaales sulle linee e superficie di 2" grado (jN'ouii. 
Mèra, de Bruxelles, V e VI). 

Mae-CiiUagh (FrooeedÌHgs of the E. Iriak Academy, li) aggiunse il teorema 
contenuto nell'esercizio 10. 

Il teorema in fine del § 7 fu posteriormente trovato da Sahaoii (cfr. Anii- 
lytic Geometrg of three dimensimsi e ritrovato da Amiot {Joartt. ile Matìi., Vili), 

L'equazione 



fa incontrata da Laplace (Méiii. de l'Aead. de l'arie, 1772) nelle suo ricorclie 
sul moto dei pianeti. Per si = 3 si ottiene la ù,(f) = riferita a coordinate 
ortogonali. La realtà delle radici di questa equazione fu dimostrati indi- 
rettamente &.B. Lagrmiije {Mém. ile VAead. de Beìlìii, 177^) Due dimostrazioni, 
estensibili ad u qualunque, furono date da Caacìiy (Exetcìces (le il itìi , IV), 
altre da Jacohi {Joìim. Ci'elle,t. 12), da Sylvealeu {Fìalosopliical Maga^iHL, II), da 
Gitiiiei'f (AreMv, t. 29)... 

Kaiiiìita' riuso! a decomporre in una somma di quadrati il discriminante 
di A{p) {Joìirn. Creile, t. 86); poi Boi-cliariU con l'aiuto dei deteiminanti vi 
riuscì per n qualunque (ib., t. 30). Altre decomposizioni m -omme di qu - 
drati per ji = 8 furono trovate da Hesae (Voileiungtii) Baiiei (7omiì Cielle, 
71), Geyser (ih., 82). L'elegante procedimento da noi seguito è del Soumnder 
IJoitm. de Matìi., 1879); e le somme di 13, 10, 7 quadrati da noi accennate 
Bono rispettivamente quelle di Borcliardi, Baiier, Kummer. U Sourantleì' estende 
il suo procedimento anche ad n qualunque. 

11 discriminante della equazione quadratica @{fi) = 0, che determina gli 
assi di una sezi ne piana della quadrica riferita a coordinate ortogonali, 
fu decomposto in somme di 5 a IO quadrati da Sesse {Jom-ii. Creile, t. 60) 
mediante so-^tituzioni oito^'onali; in una somma di 2 quadrati da Beariel 
(ìb,, t. 64), di altii i- o di 3 quadrati da Sonillart (ib., t. 6B), di 6 quadrati da 
Bauer ,'ib., t 71 cti Xì II es. 10), e di 2 altri quadrati dal Soitriiuder (ib., 
t. 86), il quale ha anche data un'altra dimostrazione dei risultati di flesse. 
Noi abbiamo esposta la decomposizione di Sease in 6 o & quadrati, e quella 
del SouranAei' in 2 quadrati, attenendoci sempre a questo ultimo autore. 
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